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Errata.
blz. 1 einde 2de .lines " de cijfers van " kan vervallen.

blz, 6 formule ( 4 ) umoet luiden:

‘ <. L. s, £,
Jhae “itik R
L f. >, T, S E
ik~ ik “lkflk ik* ik

blz.

O

bij de achitiende rezel v. b, : de woordsn " rij voor rij "

dienen te vorden vervangen door ¥ laag voor laag “.

21z.30 2de regel v.b. " ciritels " niost zijn M een stelssl concentrische
ciriels .

©1lz.40 1€de regel v.b. ! moduli " moet zijn ! kvadraten van de moduli ™.

blz.41 6de regel v.o. M modrli ¥ moet zijn " wort:l uit de moduli M,

Blo.iY Jshe regel vieo. (11 ) moot zijdn (12 ).
in de figiur dienen 3, en 33 te vordsn virvangen door X2 en X
1

-
5dz rejel v.c. qO~ M0EY Z1jn mO\

3°

...‘;.. LT ..‘u... J——

blz. 47 laatste regel: ® 3.3. meet zijn 43.1.
blz. 52 164e en 15de 1e_el v.o. © éjg;dﬁr verticale begrenzinien evenwij-

dig aan de Xy-as loont ¥ moet zijn " twee ..... lopen “.
blz. 54 6de rezel v.b. G*‘ voet zijn G,

ik®
blz. 55 formule ( 7 ) moet luiden
1.2, , .Y_.F‘J;L VS ey e, B2y2 2
" R = 12 =17 . =2 T
11 “11 “22 22
blz. 5C ”“st T wet v.b. " ocofrdinetenviaiken " moet zijn ¥ codrdinaten-

blz. €1 Uste en Sde regel v.b. " do tensor ..... " moet zijn " hier zul-
s en de tensor de tensor der cofactaren
Dblz. 62 formwule tussen ( 14 ) ea { 15 ) amoet zijn:

A @} x*

20

4
e
Hw

¢
laatete re_el = .loet 2ij

ole. 65 6= regel v.b. Xi, KE, 7 most zijn XT, X?, . ,IXd

blz, 69 forummle ( 7 ):o, '+ olné soet de € vervangen vorden doeyfu?.

i 70 dn Tomaule (12.) vemilb 47 L o :

Tesel 10 wou. A&a*ﬁ,%:iuusidgtensor oot zijn " tensor 4

cofactoren.

formule { 16 ) : ﬁ13 acet zijn H22

5de regel v.b., " moduli * wost zijn " kvadraten wven del
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17de regel v.o., vobr Ds astronoom ...... enz. wordt inge-
voegd: 3 hij zal over moeten gaen Op een stersometrische
voorstelling.

19de rezel v.b. " lkan " moet zijn " moet nu ".
&3

2de regel v.o. Y moduli " moet zijn " kwadraten van de mo-
duli ".
17de regel v.b. Si vervalt.
18de regel v.b.m) W0r5ﬁ~£i.
19de regel v.b. & 1 wordt m), . .
7de regel v.o. Nu is vervalt ; omdat vordt begin van de zin,
ne M, = Ei 4 (-qi»-gi ) wordt het woord is ingelast.
2de regel v.Hy., " nu " vervalt.
6de regel v.b. £, moet 21]n Si 844
in de telkst moe -en de Torcules ( 13 ) t/m ( 17 ) allen één
nummer opschuiven: { 13 ) wordt ( 14 ), ( 14 ) wordt { 15 )
ete.
2de resel v.b. (18 ), (19 ) en ( 20 ) moeten zijn { 19 ),
( 20 Yen ( 21 ).
8ste rezel v.b. ( 10 ) moet zijn ( 19 ).

3de rezel v.o. " mzddslbare fout " moet zijm modulus .
11de regel v.o. &, moet zijn ag-

10de regel v.o. bn moet zijn b5'

4de rezel v.b. g1a1bn;1,pn moet zijn g1gna1bnp1,pni

5de re_el v.b. glaubnﬁgTﬁg'moet zijn gzgnazbnizTﬁg.

10de resel v.bh., moet zijn

AT A C 1 1
ATANE = ( cyQ, + c5Q ). ( Cfo ¥ cgay}.
11de regel v.b. moet zijn: :

formule ( 14 ) moet luiden:
e T e ¢ TX

" “
FE A ' [ 1 X ik Ao
o, tt= ot (ufl - wfpt) = - uf 2Tt = - ey

-

19de regel v.o. " elk der vergelijkingen " te vervangen door
“ de overeenlionstize ver;~lijking ".

4de regel v.o. 208t zijn:
r}i R T‘;:: = ,,"\”i lll;é,}: mu,; G‘@-

14de rezel v.o. ( 13 ) woet zijn ( 12 ).

6de regel v.c. " we licboen " vervalt.

tide regel v.o. Ko moct zijn KF

Sste regel v.c.: het laatste deel van de formule moet zijn:

-1 Y
Gog pla] X.



blz. 131 3de regel v.b, ( 9 ) moet zijn ( 10 ).
blos. 134 1ete regel v.b. glk moet zijn 8ix°

11de regel v.o, ",

9de regel v.o. ",

Sde rezel v.0. N
blz. 152 18de regel v.D. 4 moet zignrxx .

1Gde regel v.be. ",

Bij blz. 89 ondersan:

Vanaf de 9de regel v.o. wordt e tekst als volgt:

o “i“}c
3Pl ( 8a )

1%

«Q
=
i i

[
C

o

o’

e kiezen nu de b zo, dat het stel srootheden r“*enerzijds en het stel
rf anderzijds cor:elatlevrid zijn., Dan moet gezorgd worden, dat de co--
factoren G nul worden. Dus moeten volgens ( 8a ) de bi zo gekozen wor--

den, dat -
’ L (9
ik
Volgens ( 9 ) moeten de bg voldoen aan het stelsel van b vergelijrrinfen
it {O .
llulck = U ( 92 )

Deze vergelijliingen zijn onafhankelijk. ‘feren ze dit niet, dan zou er
een lineaire betrellkingyg tussen de coéfficiénten moeten Lestaan, b.v.

il
2 ui‘)“p‘* = ( 9v )
Dit is sen stelsel van n lwouo cene verzelijkingen in de n grootheden
P}f dzterninant van dit stelsel is de determinant van de matrix
'(u-
der 51 , deze is niet nul, D homojene verseliingen hebdien dus geen
onlogsing, waarbij niet alle veranderlijlen Plfanul zijn, derhalve
f‘ R
%}Vmb

Cnde® chter de gegeven betrellliscen (1 ) vaafhanlelijk waren onder-
steld kan dit niet juist zijn , dan lien ook ( Sb ) niet vestaan en zijn
dus de vergelijkingen ( Se ) oncliimarelijls.
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HOOPDETUR I,
. . . 1
Enigze besrionpen ult de mathematische statistiek. )

1.1, Inleiding.

De nmazthematische gtatistiek houdt zich bezig‘met de bhestude~
rin. van Jrobte groenen ven dingen, mensen, verschijnselen etc. Het
doel degrbij is lets te weten te komen van he% algemene gedrag van
één of meer ciszenschapren van het individu, waaruit de groep:is op-
sebouwd. '

Men kan b.v. bestuderen de borstomvang van recruten, het op-
treden van het zantal ogen bij het werpen met dobbelstenen, de bloem-
kleur van een plantensoort, ds araad van het intellect bij] kinderen
van een benaalde leeftijd etc. Dikwijls gaat het ook om het vaststel-
len van een verbvand tussen twee verschillende verschijnselen, b.V.
het optreden vaen malaria en het voorkomen van de melariamuy ; de
werlkeloosheid in verband met de cijfers van de uitvoer etc.

o De benandelings van het sthoatistisch materiasal geschiedt door
het(}anusohikken in llassen, waarnij de te onderzceken ei enschap
dient als kenmerk voor het onderbren.en ven elk individu in een be-
paelde ltlagse. liet aantal individuen, dat tot een klasse behoort,
wordt de frecuentie van de lzlasse zonoemd. De klasse- indeling en de

aarbij behorende klassefrequenties vormen de freguentieverdeling.

Zo en men b.v, de worpen met een dobbelsteen rangschikken
in 6 klassen, et als klassgelenmerk het aantal ozen van elke worp.

Men onderscheidt één-, twee~, drie-- etc. dime nsionale ver-
delingen, naar seleng van het aental kenmerken. De bestudering van
de borstomvansg van recruten geeft zanle iding tot een cén- dimensio-
nale verdeling, omdat men hier met één enmerk te maken heeft, n.l.
de borstomvany. Beschiltt wen over de resultaten van een groot aantal
worpen met 3 dobbelstenen, dan kan men daarvan een 3- dimensionale
verdeling onstellen., Er zijn thans voor ellke worp 3 kenmerken: hed
cantal ozen van elke steen,

Zen Menmerk kan quentitatief zijn ( een getal ) of qualita-
tief ( nationaliteit, geslacht ete. ). In het volgende worden alleen
de eerste soort kenmerlien beschowid,

Het is dikwijls nodls, versclhilllende freguentieverdelingen
met ellkaar te vergelijken. In do mecste gevallen 1s echter et tota-
le zantal individusn van de te verse

1)

.

Ljlien verdelingen verschillend,

Voor uit;chreide e schouwinsen zie men b.v.: Dr. J.Tinbergen,
Grondproblemen der theoretiscle statistiek; G.U. Yule, Theory of
Statistics; Dr.J.B.D. Derksen, Inleiding tot de correlatiereke-
ning.,
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de relatieve {reguenties.

Zoals remallrelijls t¢ zicn is, is de som van alle relatieve
frecventies Lelijlk aan 1.

P . L4 . . .

Een verdeling van b.v. 500 en eén van 750 individuen kan men
nu met behulp van de reletisve frequenties vergelijken. Dikwijls
worden, ter veruijding van decimale jetullen, de relatieve freguen—
ties met esn rond getel, b.v. 100, 1020 ... vermenisgvuldigd.

1.2. De é&én- dinmensionale verdeling.

Van 5732 recruten bij Schotse rezimenten is de borstomvang
semeten 1). Men verkreeg, als x dc borstomvang in inches voarstelt,
en f het aantal recruten, d:= vol_ ende tabel:

X 33 34 35 36 37 36 39 40 41 42 43 44 45
f 319 81 189 409 753 1006 1002 935 646 313 168 50
x 46 47 49
£ 13 3 1

Bij de¢ metin_ zijn blijkbaar de uitkomsten afgerond op ge-

helen ven inchess, men moet de +tabel dus zo lezen, dat er 3 recruten

werden aanzyetrolifen met

een borstouvang, zelegen tussen 32,5 en 33,5

inches, 19 nmet een bYorstonvan,, jele en tussen 33,5 en 34,5 etec., De
bedracen 32,5, 33,5, 34,5,...,40,0 inch zi jn dus de klassegrenzen.
Fig. 1.2.-1 is een _rafische voorstelling van de verdeling.

Op een horizoentale as is de ltlasse.. indeling getelend. De interval-
len stellen de breedte van de 'tlzssen voor. Op ellr interval is een
rechithoek jeconstrueerd, waarvan de op.ervlakte gelijk is aan de bij}
behorende ra¢aﬁleve,1reguenti@. K, learson noemde een dergzelijke fi.-
suar e:n histo,ram . Omdat de con van de relatieve freqguenties 1
ig, is de o o»ersvlakte ven de fijuur, injesloten door de horizontale
as en de trapoenlijn, (2vornd door de bovenlanten van de rechthoeken,
1)

Voorbeeld ontleend asen: Jhittaler and Robinson, The Calculus of

Qbservations, London

48]

Zie bij Yule, Theory

1924,

of S

:{ft\ 1C~3¢
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gelijk ean 1. Het histosram zeeft een overzichtelijk beeld van de
verdeling. De verdeling vecrtoont cen ton, onjeveer in het midden,
terwijl de trapoenlijn naar de einden toe sterk dasalt. l

In het algemeen zijn de neest uiltesenlopende zedaenten van
het histo,ram te verwachten, Zen seheel ander histosram als dat van
Tiguur 1.2.-1 treedt op bij b.v. 1000 worpen met een dobbelsteen,
waarbij de worpen vorden insedeseld naar ae¢t aantal oxen van elke
worp. Men ziet gemaldieli jlt in, dat bij een " goecde ™ dobbelsteen de
relaticve frequentie voor elk zantal oren bij een niet te klein aan-
tal worpen onseveer 1/6 zal moeten oijn.Het histosram zal dus hier
bestazn uit 6 ne enozy even srote rechthoezen naast eslkaar.

Omamriln\, MTen nezlit wel zens onderscheid tussen continue
en niet- continue lenmerlen. Bij et veorbeeld der recruten is het

enmexic continu , bij dot van de worpen wet =zen dobhelsteen doet

[

zich h2t anders _aval voor.Toch zan men ook dan het hishogram con-

gtrueren op de aenge; even wijze. Omdat bij hetgeen voi,t het niet
nodi; is, de heide soorten lenumerim te onderscheiden, wordt deze
aunzzle 2nheid verder builten bezciouvwin., selaten.

4
v

+3e De twee- dimensionale verdeling.

. Roelofs mat van 300 weren de len_ te x en de dikte y net
et onderetaande resultaat. Do op zeven  etallen zijn de klassefre-
quenties. llet interval voor de lenste is 3 rm, dat voor des dikte 2,5
Ir .

Tableauw I.
len te x

mm 5151 (54157 160 63 66(69] 721757881 |84

—
-
.
-\1‘\95'\»);
=3
\O

1
- o i o b — RGN T S ...}- I, Y VRS . R -
R R R R

52,5 | | _W_WN_MWmfinT? REERER RS 6@

o4 4 l § 5 o A U S - - - o _ 4.0
45,0 R 3
42,5 2 14

e s e S o e s o S B

431251191 2| 350

>

De verdeling voor ., «ic bij ean vaste waarde van y behoort,
b.v. bij y = 50, noeut men ee¢n jebondern verdeling van x voor y = 50.

In het voorbeeld wordt deze _evornd door de _etallen 11, 33, 29, 18,6,

et [

Elke horizontale rij van pevallen is een ;ebonden verdeling van x
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ondubbelzinnig volgen; he’ ene kenmerk zou het aadere moe ten bap&f‘
len., Uit het voorbeeld blijk+t duidelijk, dat dit niet het geval is;
bij sen bepaalde dikte Lunrer. de peren nog verschillende lengten-

-

wobern en omuekeerd,

~

|.-.»

De correlatic kan zwakier of sterkef zijn.kis ze zeer zwalk,
dan zal dit zich dasz~in mozten Wiﬁen, dat de relatieve freéuenties
van de gebonden verdeliingen van 4én del wenmerken weinlg verschil~
len, welke ook de bijbehorende waarde van het andere kenmerk is.

Als in het voorbeeld de oixte y niet zecorreleerd was met de  lengte
zouden de relatieve fragquenties van de gebonden verdeling van de ko-
lommen, in horizontale rijzn steeds gelijk moeten zijn. |

{ Voor hes gren~“eva1 dat er geen correlatie of correlatie-
vrijheid tussen de kennsrken in een 2- dllens1onale verdellng be -~
staat, komt men derhalve tot dz volgende

Definitie 1.3.-7: Bij een 2-- uimensionale verdellnv met de kenmer-
ren x en y is y nilet gecorreleerd met x, als, na overgang in elke
gebonden verdsling van v op relatieve frequenties, deze in elk klas--
se~ interval van y »ij voor »ij gelijk zijn.

Laten i en k respectieveliik de rangnummers zijn van de ko--
lommen en rijen van het tableau. Beschouw de gebonden verdeling van
de kolom met rangnummer i. Is fik de frequentie van het vak dezer
kolom, gelegen in de rij k, dan is de relatieve frequentie van dit
vak in de gebonden verdsling van kXolom i

;1%1.«; | (1)
~kTik

De uitdrukking in de noemer stelt voor de som van de frequenties

uit kolom i: de fi” worden zesommeerd over de index k.

)
Volgens des definitie 1.3.-1 zal y niet gecorreleerd zijn

met x als: 3
f £
:“%£J~* = == ;r%““““ = s.... ( relatieve frequenties
23t 11 2t 3k . C s s . ‘s
= e uit eerste rij zijn geijk)
g ?2~- = &“ﬁif* = r»%g»~ = .00, ( relatieve frequenties

uit tweede rij zijn gelijk )
snz, | o
of aluemeen geschreven:

£. £

b j’-' = 21{ ‘ :-J-—‘%‘;.‘" = so0e0e | ‘ . o ( 18.)
Lt 1k ‘ : ' . L S

S 3

Blk dezer breuken is echter ellJL aan de breux waarvan de teller
de som is ven alle tellers en de noemer die van alle noemeraw



Men heeft dus
P Datu (2)
T ctix Tictix

welke uitdru'king geldi; is veor elle rangnumners van i en k voor 2o~
ver er nict over gesoeerd wordt. Uit ( 2 ) volgt derhalve omgekeerd
( ), Vergelijising | 2 ) zeeft in cen formule de inhoud van de
boven geaeven definitic wvan de correlatievrijheid ven y met X.
2 cemaklivlijx bewijzen 1), dat thans ock omgekeerd

f.‘1~ Y 1;~f'1v
L AR (3)
i Lok

Deze uitdruching is eveneeng geldig voor alle rangnummers
van i en k, voor zover er nict over zesonmeerd wordt; ( 3 ) is geheel
analoos, gebouwd als ( 2 ), slechts zijn de indices van rol verwisseld.
In ( 3 ) stast, dat :z niet gecorreleerd is met y, zodat men heeft de
Stelling 1.3.-1: Is y niet sccorrele.cd net X, dan is omgelkeerd ook

% niet pgeccerreleerc met y.

Correlatievrijheid is bli jkbaar een eigenschap, die over en
weer hestaat. lien spreekt dan ook van een correlatievrij tweedimen-
sionale frequentieverdsling.

Uit ( 2 ) volgt nog:

f

e Tifae | Frtix (4)
Fodae  fucdix o Fik ik

In het eerste 1id staat de relatieve frequentie van het vak
i,k berelend voor de twee- dimensionale verdeling. De eerste breuk
in het tweede 1id is de relatieve frequentie ven het vak k in de to--
taalverdeling van y ; de tweede breuk in het tweede 1id de relatieve
frequentie van het vak i in de totaalverdeling van x. Men heeft dus de
Stelling 1.3.-2: In een correlatievrije twee- dimensionale verdeling

is de relatieve frequentie van elk vak celijk aan het
product van de in dezelfde lkolom en dezelfde rij ge-
legen relatieve freguentie ven de totaalverdeling der
beide kenmerken.

1)
Het bewijs is ontleend aan Derlsen, Inleiding tot de correlatie-
rekening.
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et is duidelijk, dat de stelling ook omgekeerd geldt, n.l.
dat een twee- dimensionale verdeling correlatievrij is, als de rela-
tieve Trequenties van elk vak gelijk zijn aan het product van de in
dezelfde kolom en dezelfde rij verkregen relatieve frequenties van
de totaalverdelingen der beide kenmerken. Immers uit ( 4 ) kXan men
direct weer tot ( 2 ) en ( 3 ) besluiten.

Men ken van het bovenstaande gebruik meken om ecen correla-
tievrije twee- dimensionale verdcling te construeren uit twee één-
dimensionale verdelingen. lien beheoeft slechts van de beide laatste
verdelingen de relatieve frequenties met elkaar te vermenigvuldigen.
Dez¢ producten, ellr op de juiste plaats in een tableau ingeschre-
ven, zijn dan de relatiesve frequenties van een correlatievrije twee-
dinmensionale verdeling. Zijn er voorbeelden van deze soort verdelin-
gen nodig, dan kunnen die dus op bovenomschreven wijze gemakkeli jk
verkrasen worden,

De theorie van de mathematische statistielt lkent verschillen-
de methoden om een getel af te leiden, waarmee de mate van correla-
tie tussen de kenmerken kan worden sangegeven. Voo deze algemene
thecriein wordt naar de literatuur 1)verwezen. #1j behoeven ons er
chter niet mee bezip te houden, omdat zal blijken, dat de verdelin-

b

$3}

gen, die in de wasarnemingsrelening optreden, een zeer speciaal karak-
ter hebben. Bij de behandcling van deze speciale verdelingen zal
voor dezen een maatstaf voor de correlatie worden ge_even.

Bij een twee- dinensiom le frequentieverdeling kan nen
zich van de volgende meetkundige voorstelling bedienen. Op elk der
valilken van het tableau ( b.v. op die van het bij deze paragraaf ge-
geven voorbeeld ) als grondvlak denkt men zich een rechthoekig pa-
rallelopipedum opgericht, waarvan de inhoud gelijk is aan de rela-
tieve frequentie van het vak in kwestie. Deze parallelopipeda vor-
men een lichaam, welks bovenltant een beeld geeft van het karakter
van de verdeling.

1.4, Drie- en meer- dimensionale verdelingen.

Het bestuderen van 3 of mecr lkenuerken geeft aanleiding tot
het o.stellsn van 3- of meer- diugensionale verdelingen. In het ver-

volzg zal ter bekorting geschrewen worden V3 voor een 3-, Vn voor een
n- dimensionale verdeling. Recde bhij de V3 bestaat een grote ver-

1)
b.v. Derksen, pag. 17 2.v.
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scheidenheid van soorben, .emeer is d4it het geval bij verdelingen
van eeén nog sroier azital dimensiss. Hzt is hier niet cde bedoeling,
uitvesiigz %e 2ijn; sl=chis enkele voor het latere gebruik nodige
eilgenschapnen zullen worden behandelid.

Van ¢e verdeliing meb 3 lenmexken. dis x, y en z zullen wor-
.

den genoocnd, hon uen mich 108

w2

cer. veorntelling maken. Men denke zich
daartoe, naar analcgic wvan het btwee-- dimensionale geval, een drie-
cimensionaal Teclh ncexig szzenatelsel ( zie Tig. 1.4.-1 ). Op de x=~,
V=. 2L Z- 88 worder dJde i‘*"”‘lfgl&QILﬂan van Go drie kenmerken aan-—
gegeven en door deue punten wercsn vlialkllen sangebracht, evenwiljdig
aan Je colbrdinastviakitea. Men krijist dar ean verdeling van de ruime
te in ccllen. Tn elres celr Janke aen zicn sen pariertie neergelegd,

9

met €r op gesclireven o Iraguentie of de relatieve frequentie, die

C

gl

()

bij dz cel behoort., woarrede redoclide voorsfelling 1¢ verkregen,

Bij verdelingea wen meer den orie kenaerken vorvalt de mogelijkheid,
zich deze 1n de physiscazs culmte te denksza, els mocven voor de V3
aange ;e ven. )

Denkt men zich bij cen V. et kenmerken z, y en z de inter-

2
vallen ven de x-- verdsiing, senumaser’ van 1 to% n_, die der y- en z-
verdeling van 1 o3 no, Teep. vea 1 tot n , cen ken men de frequen-
¥ )
tic van cen cel voorste.'en doox ij ~rin 1, X en 1 in opvolging

de rengnummers van et e Tee BYL T

[
Naar anelogie van Gz twec- dimensicnele verdeling kan men

bij de VQ ool spresen van tellngen en totaalvercdelingen.

Deze U@bonder verds_lingen manmen +1aph cchter worden onderscheiden
in twee zoorten, n.l. éénm g1 twec-- dimengslonele, Len zelfde onder-
scneid 1g te malen bij de +olsaclverdelingen.

De “reccuenties, wzovrvoor 1 er k constant zijn en de index
1 de rargnumnsrs 1 bov n, Goordoopt, vormsn tezemen een één- dimen-
sionale sebonden verdsling vea ., Bij ell pasr rangnummers van i en
kX Dbehoort esn gebonde:w: «e“qu*ing van 2. On analoge manier ken men
bescinouwen de één. dimersionals cebecnden verdslingen van x en die
van y. RKiest men deaventes:n voor 1 een vast rangnumuer en beschouwt
men alle frecuenties, wearvoor 7. dit vaste rangnummer heeft, dan vor—
men deze frecuenties de ftwec divencionale sebonden verdeling van X
en ¥y, behorente bij het gekxozen vasl: interval van z, met het rang-
numer L, Op dezz wiise Fan men volm bescheran twee.. Cimensionale
sebonden verdelingen 2,2 cu y,u

Tes ¢én.. dimensionale

IS

otaalverdeling van z ver! Tijgt men
als de frequenties over i en I wcrden gesormeerd. De freguenties

daarvan zijn

(s

PRI " i T
R i 2 ~1) Ly} soo ooy ‘zlk 1knz



213 ontstaan derhalvs als d: Lonumerkeon ¥ en v buiten beschouwins worden
selaten, Op analoge Cooilr len nen Je frecuszatics bepnalen van de één-- di-
mensioncle totaalverdelin,sn ven » cn van y. Den twee- dimensionale totaal-
verdeling ven x en y verlirijgt men door de frecuenties alleen over 1 te
somue ren. De freguentiee van deze verdeling zijns

T f

oy &
1t 1 A 1o x

-
cp 10 =1toz e e

O» analose manier an nen verlrijgen de frecuentics van de beide an-
dere totoslverdelingen, nl., di: van :,2 2n diz van y,z.
Bij e=zn V, kan ool veer corvelaticvrel jheid ontreden. De cefinitie
J 3 .

Tede=1 van covrelaticvrijlaid sven voor do V ig hier nizt van toeg-
J 9 D

B

. N : L ey
1~uLnQ, Dadar betrett ned de corrolaticvrijhzid ven $én kenmerk t.o.v.
cndere. De

GConouit cbreid, Dit is nasr analogic

(&)

N L \
het ( éne ) andere, hisr celvter ven Con kenwver: t.o.v. tie

seseven cefinitre zal dus wocten

en de vori = definitiec caar clijh:
Derinitic 1.4.--1.: Bij cen Vg wet de rnawerlen %,y en z is z niet jccor-
releerd met x en y als, ne over gny ool “cvonden verd:sling van z op rela-
tieve froo uentics, in dezc veraclingen de rolaticve Trequentics van over-

P N T A P Py S [P oy - T e D N B . [l . .
cenliomstige klassen rij voxr »i; otijls =Fin, of wannecr

SRS (1)

voor clli tweestal rangnwuicrs ven i en I constant is bij ¢lk vast rangnum-
mer van 1 in de teller. Uitvoori, _ceclrevin moct dan:

f111 f121 _ 217 - 2¢

et e PRSI, S i, s e i o an  w e ED ( 2a )

5« - : 3 8 @ & 8 o
~1591 1 21 Iy oy 29T
£ £ £

—Jdea 2w . _ee2 .., ( 2b )

110

< D

L8 L3454 “9f 011 21T

it

enz.
of algemener geschrceven

£ £, £ £,
111 21 211 22 1
—_r = - (3)

- e T e s o o F
- e ¢ o & &

w P . <~ ¥ < _F
<1f111 0 fp o ey S

Uit ( 3 ) volgt door somuicrin, von oile tollors ¢n alle noemers:

fie1 . fafaa
e L (4)
Safs <natia
g¢ldiy voor alle rangnwiacrs der vrijk indices. ( Onder " vrije " indices
wvorden verstaan indices, waarover nicv [csommeerd wordt ),
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{4 ) is dus de uitdrulking voor de correlatievrijheid van z t.o.v. X
en y.

Als z corrzlatievrij is t.o.v. x en y houdt dit in, dat z in alle
twee~ dimensionale gebonden verdelingen x,z corrslatievrij is t.o0.v. X
en in alle twee- dimengionale gebondsn verdelingen y,z t.o.v. y. Dit
is gemallielijk uit ( 22 ), ( 2b ) enz. af te lezen.

Uit ( 4 ) kan asen de vol ende 3 conclusies omtrent de V3 trekken:

8. Correlatievri jheid van z L.0.v. de¢ combinatic x,y impliceert cor-
relatievrijheid van de combinatiec x,y t.o.v. z. Immers voor ( 4 ) kan
men schrijven

£ Tt
L - (5)
Zivfi “seatin

evenzo zeldig voor alle rangnumicrs der vrije indices. Het eerste 1lid
van deze vergelijking is de r:loticve frecuentie in de sebonden verde-
lin, van x zn y. Volgens ( o ) is dezc relatieve frequentie voor alle
reansnunners ven 1 gelijk, hetgeen batekent, det alle gebonden twee- di-
nensionele vardelingen x,y identiclk zijn.
b. In gcval van correlaticvrijhcid van z t.o.v. x en y is de relatie-
ve freguentic van de bheschouwde V3 ~eli jk aan het product van de bijbe-
horende relaticve frequenties van de twee- dimensionale totaalverdeling
X,7 en ds één- dimensionale totaalverdeling van z.

Voor ( 4 ) keon men nl. ool schrijven

. w0 Zudna (6 )
“ip1fi Lierfin zil«:lfikl

In dezec virgelijking staat dan in het ezrste 1lid de rslatieve frequentie
van een csl i,k,1 in dc V%' De :crstc fector in het tweede 1id is de re-
laticve {recguentie van het vak met do rangnummers i,k van de twee- di-
mensionals totaalverdeling x,v én de twiede Tactor is de relatieve fre-
quentie van de klasse met ran_nuaner 1 in de één- dimensionale totaal-
verdeling van 2.

C. In geval van correlaticvrijheid van z t.0o.v. x en y is de twee- di--
mensionale totaalverc:ling van y en 2 correlatievrij en evenzo die van

X en 2.
Somacert men nl. het cerste 1id van (4 ) over 1 dan ontstaat:
u_:Lfbfl;.: u§}§?}11 (7))
tiafia Tafia

hetgeen volgens ( 2 ) vamé*?.}. aanjceft, dat y en 2 in hun twee- di-
mensionale totealverdeling corrclaticvrij zijn. Sommeeart men het eerste
1id van ( 4 ) over k, dan krijoe men de vergelijking

s f I o

‘tﬁfikl _Ei§ ikl ( 8)

M o ol SNy

Thfia <ixitixl
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Hetgeen betskent, dat x en 2z in hun totaalverdcling correlatievrij zijn.
De vergelijkingen ( 6 ), (7 ) en ( 8 ) zijn alle geldig voor alle rang-
nwicers der veijs indices.
Opmerking.

Konden vit ( 4 ) de vergelijlidingen (7 ) en (8 ) worden afgeleid,
nizt woseiijk, uit (7 ) of uit ( & ) of uit beide

i

et omgskesorde 4
.

samen e men uict tot ( 4 ) lionen, nstmssn Sgeneklzeli jik is in te zien.
(7 ) plijft nl. hot Senaerl x jehcel buiten beschouwing, want in
alle tirmen is over i Gosonclard o (0 7) vbevat dus alleen ean gegeven
owtrent y on 2 in hwn tetaalvordceling., Zvenecns bevat ( 8 ) alleen een
uiteonrea: over et el al voor Z oo 7 in hun totaalverdeling. Blijkens
het bovenstacads ls liore dus sicto ult te concluderen omtrent de V3 van
Wy ¥ o 2. 0w doarover icts te Iunnen bo cn moet men kunnen beschik-
Ken over Jegevens van Gono V3 nelf s Mon ltan dus, wannecr de tiee- di-
nensionelc totaalverdelin: voo y cn 2 e die van X en z correlatievrij

o

zijn dearuit nict besluiten tol du corr:clatievrijheid van z t.0.v. X

v

en y in de Vg vail X, ¥V oen 9.

De voorwcarce ( 4 ) ceft cchter ook socn volledigutsluitsel om-
trent ce corrzleoticvrijlicid van a1, ¥y :h 2z oaderling in de V3° Imners
) houdt wel in, dat z corrclaticveij is t.0.v. X en y en omgekeerd,
maar of x ¢n y onderlin, corrclaticvrij zijn, kan men uit ( 4 ) niet
ovmalken. Is achtﬁr, behalve can (4 ) cn dus aan ( 6 ) bovendien nog
=1ty 1%

30 AR L 1.9:3 (9)

<31%5 “ix1%ir1

il | cafaa  Safaa

i e e e e s cnveoie i

i1t 4wl 4 1M41 < 31-174ik1

( 10)

waarnede voluens (2 ) on (4 ) venB21.3. is uit_zdrukt, dat de twee-
dimensionale toteaalvardeling van x on y correlatievrij is, dan kan in

( 6 ) dc cerste Cactor in hot tucude 1id vervangen warden door het twee-
de 1lid van ( 10 ), waarn: ontstaat

e B ) S . [ —

P T PR Vo T )Y
il17ikl i1t <iltl7 ikl 4121

Ao o - o
fikl Y g bial 2il1tnl 1Lflkl ¢ 11
f

lwl

Uit ( 11 ) kunnen owgoke rd (4 ) en (9 ) worden afgeleid. Voor
( 11 ) kan nen nl. sehrijven

.
Toa  _ Zafua o Safaa (12 )
<1 “ix1mik1 cuafia

=




Het eersve li&, gesonneeri over 1, geeft weer ( 10 ) en dus ( 9 ).
Deelt men ( 12 ) door ( 10 ) dan krijgt men, na een kleine herleiding,
( 4 ) weer *erusz.

Nu blijkt ( 11 ) symmetrisch te zijn ten opzichte van de
indices i,k en 1. Dus ever~o 21s ( 11 ) de voorwaarde bevat voor

Ji5

correlatievrijheid van z t.o.v. = en ¥, bevet ze ook de voorwaarde
voor correlatievrijheil van x t.o.v. ¥y en z, eén van y t.0.V. X en 2 3
{ 11 ) geeft de voorwmarde vocr cen volledig correletievrije V3.

De 3 factoren van het 2du 1id an { 11 ) stellen achtereen-
volgens voor ecn relatieve frecueniic in de één- dimensionale to-
taalvgrdeling von ¥, var y en ven z. Irn e=n volledig correlatievrije
V3 is aus de rela‘ticve frecuentie goliik aon het gedurig vroduct van
de drie bijbchorende relaticve [isquenties van de één- dimensionale
totaal vardu¢1n jen ven ¥, v ¢ . lien ken hiervan gebrulik maken om
een corxﬂlatlevrlge irie.- dimensionale verdeling te construeren uit
tén- Cimensionale verdelingzn.,

P
s

Bij vier- en meer- cdimenslonale verdelingen hestaan soortge-
lijke eigenschappen a’s bij de bebandelde Vp en V3. Ilen kan zich van
deze verdelingen niet meer ecn ruimtelijke voorstelling maken. Ana-
lytisch kan men ze e~hter ev:nzo o) hawar eigenschappen onderzoeken
g de V2 en VB.

Ook nu is, voor de latere toepassingen, speciaal de corre-
Iatievrijheid van kenmerken onderling ven belang.

Laat, ten einde deze acnzzlegenheid te onderzoeken, een V4
Sdeoeven zijn umet de Xenaerlken “ys Lo x3 arn x4 en laat de frequentie
voorzesteld worden door:

De index i1 loopt var 1 <ot n,, 2, van 1 %ot N,y enz. Mer. kan nu

‘ [

vragen naar de voorwacrden vocr correlatisvrijheid van Xy t.0.v. de
J andere kenmerke .. Dezc moct, analoor met ( 4 ), luiden:

£, ... soog - fa
1i03prlqsdy Tlyadey Easodady ( 14 )
7T, T T T T T T
4 ~1,lr),:l ,L k’.‘,‘iij.gp.j«xgu,; N.,,t}<‘2, }',14

oeldig voor alle rergnumnerc dor vrijo indices,

Men kan bij asen V4 echnter ook hedben, dat tvee kenmerken,b.v,
X, en Xx,, correlatievrij z.jr t.o.v. de belae anderen. De uitdrukking
hiervoor zal, zoals gemnklielijk is in “e zien, moeten luiden:



£ L ; Ty
1111291‘*\!14 13314 1a129 i’l (15)

1 s s

C g :
211,12,13,14 11’12’13’14

»};10 L1912y13,14

geldi_, voor eolle rangnumaers der vrijc indices. Imners, hier stcat,
dat de relatieve frequenti: van do twee- dinmensionale gebonden verde-
ling i,,i, onafhanieliji is vaa de ran nuuiers 13 en 14. In ( 14 ) en
( 15 ) “en men noemcr links verwissclen met teller rechts; ( 14 )
geeft dus tevens de voorwaarde voor de corrclaticvrijheid van 3 der
kenmerken t.0.v. het vierde en ( 15 ) evenzo van de kenmerken x3 en
Xy t.0.v. Xq N Xy

In het alzcmeen zal men bij meer.- dimensionale verdelingen
correlatisvrijheid mocten onderscheiden van cen groep kenmerken t.0.v.
de [roen der overigen. Hicromtr:nt zoudcn dan ecigenschan en kunnen
worden afieleid, Voor do later to anlicn toevascingen kan men zich
cehtor beperken tot &dn el nechap: het meer- dimensionale analogon
van ( 11 ). Terst echter zullen de definitics 1.3.-1 en 1.4.-1 van
corrvelotievrijheid it _chroid mocten worden. De algesmene definitie
luidt «le volgt:

Dofinitie 1.4.-2. In dc Vn net de keanerken Kyy Xp eeove X is de

srocy kLennerien Xys Xy soeee 2 correlatiesvrij t.0.v. de groep der

[ A

overige lkenmerken Xpqr Xyeos eeeeeX) 2ls voldoon is aon:

£,

1491y eeeve i 5: . £, .
1772 ? n _ B 1 1,1L?2,..<oi}n 11’12“”"“ln

‘ i LT i“’ -~ 66 ¢ 4 o . T R S
L-’I,lz,um~ K 1,1 g 1IL Il

TETTEEEEEE S PR S YRR RS

wearin £ de frequentic 1s en ii,iq,.u...i de rencnwaers zijn van de
regpectieve intervallen van de terrerken gy Xpeeooe Koo
[
Volgens deze definitic ie dus in de n-- dimensionole verdeling

het kennerk x, corrclatievrij t.o.v. de groeu der overige kenmerken
1 J = . S 9
alg:
f. . . P A N .
11,12!%0!‘3111 o zlf",’l}#).@@.ln 11’12,9&0&01n
S, L. . B . = N T
Ii-‘l l1,‘-2$.wnaﬂuln ZA?,lz,lﬂh.‘ln Yylﬁ’OOOOOin
[lieruit volgt, dat
f. . . Sj f
}-1,12”»'12‘1 ;E 1,1.‘)’.'!.111
Ti,,i i Y4 1,1 R I U SO L T
Lqrtoremedy Tysdos 3707 n rTerttttn U2ttt '
.p
i i i i i
4"” 3.'0 n I, 2’&" .
bd 3:-»w~‘ - ( 17)
wi,!,ig,.,.in it'ig”“in
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het n- dimensionale analogon ven ( 6 ).
Men h:zeft nu de vol,ende ¢izenschnap:

In gan vollaediy correlatievrije Vn is

T, . f . . . f, :
11112,')'.111 B yl ’layuaulr :.M:tj:l.g,caglrl £i1,13,-vcin 11zi2’cviln
S 3 S

}: < K . f . Y 1

Tadond geeiy 11,L9,@;,1

f. .
1,::?,.,.#3.1“_2 11,12,...in

X - e nd "
S s
( 18 )
vacrin S = . . A P )
1 1: 5 e © l :l- fas S @ L3 1— L)
1127 n t1r400 n

Het bewijs wordt goloverd deor volledije inductie. Men on-

derstelt docrtoe, dat de ci_cnschop seidis is in cen V 1 Neem voor
eze V

d \n ,

buiton beschowvring wordt _eloten an dus de ( n-1 )- dimensionale to-

taalverdeling der overige lmeamerken ontstoat. Geldt nu de eigenschap

dic, welke ontstact als in de V, ¢én der kanmmrken, bav.X,,

in een Vn~1’ den heeft men
ST f -, L . S : I, A A .
¢ ¢ e e “a . @ o @ ~ @ uw‘. LR l ece
iy 1,¢), JT ) 11?13,14, lﬁ.l1’léfmb_{n L Lpind, i, ipis 3H
S 3 S

. f
1§12,1 ’9('“1111-.«1 1'12’D0.ln

.---_.'-

2

Is nu X4 correlatievrij t.o.v. d¢ grocon der ( n-1 ) overige kenmerken,
den seldt (17 ). Verwenijvuldizing van ( 17 ) met de zoeven opgeschre-
ven vergelijking levert ( 13 ). Geldt dus de e¢ic pnschqp voor een V. .,
den elat zij ook voor ccon Vn“ De 2isenschap is be SN Voor e¢n V2,
zodat het bewijs van { 10 ) is _cleverd,

In woorden staat in ( 10 ), dot in een correletievrije Vn de
reletisve frecuentic dezer voerdeling het jedurig product van die der n

L Y 3
con- wiunensioncle totarlverdelingen is.
1.5. Slotbeschouwing.

In het voor-fiamnde is bije.ngebrecht hetgeen nodig is voor
de behandeling van waocimeningsrcelteen. Op ecn enkel punt is echter
nog een korte toelichting gewenst. Tot nu toe is acangenomen, dat fre-
cuentieverdelingen gegeven waren, deorom bleef ecn principiéle moei-
1i jkheid, die zieh bij het verzame len von het materiaal voor een ver-
deling voardoet, onbesprolen, en wel de volgende. Het is n.l. niet
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zelkerheld uit te molien of cen bhenaald zeval tot de verde-
. of neen., Dig st hl% 1.3. Jeseven voorbeeld van de
het ecxperiment can pecr aesntreffen, wacrvan de
mera ig, b.v. door cen tal, die er tegen hing.

sroci
Moct men deze nlewmr lte pecr ook opnemen ? Ofschoon men zal trach-
ten cen S0 schern moselijre omechrijving te seven van de individuen,
wancrover het ondsrnoc!. loopt, zullen er toch steeds grensgevallen
blijven, waervon niet wmet ze'.crheild uit te wcken is, of zij toegela-
ten mogsen worden., Do ondorzozker lion zich dan slechts laten lediden
door zijn ervaring en door =ijh kennis ven hct gebied der wetenschad,
wezrtos hiet exporinent bechoart. Ui most proberen in zulke gevallen

de besliceing zo te neuen, dot zeen schade gsedoan wordt aan de uitikomst

van het ondcrzoslk,
et d1eg echiber duldelijl, dot in wrincive het subjectieve oor -
1

detl van de wens hier nimeer hion corden uit egchaeld. Bij alle theo--

rieén, die hierover zijn -csciveveon, Noat sr_ens 6it subjectreve ele--

ment ew in voor, croens moet aen ze_ ene T deze wel en die nietv .

et 1e von Deln , alt gteods sclern voor o un te houden.



HQOFLSTUI. II.

Begtudering van wacrneningsreelisen met Lehulp van de mathematische
statistielr.

L JETTmr R ———,

Tén der esrste eprvariv.sen, die bij het waarnemen wordt opgedaan,
ie wel deze, dat het een %ocvel is, wannecer twee waarnemingen, ook al
worden e onder osenschijnli jk velmealrt dewzelfde omstandigheden en
door dezelide waarneprer verricht, zenzelfde uiti.omst opleveren. Vaar-
nemingsuitikomnsten rebbhen de eigencschap, aan scho:meling onderhevig
te z1ja.

L1 ecrste canleg zou men kunnen denlen, dat door grotere oplettend--
heid, betere voorzorismaatrzzelen of andere verlinethoden de geconsta-
teerde onuekerheid van de ustiionsten opieheven zou kunnen worden. Bij
nader inzien zal &l sheediz blijken, dat men hiermede in sommige je-
vallen wel de mave van onzelerheld kan ver:leinen, mear dat er geen
enkele reden is om aan *e rnemen, dat ¢r ooit een stadium in de ont--
wikkeling van de methoden of waarnewin_stechniel zou zijn te berei-
Lhen, waarbij de oacelzerieid [oleel verdwenen zou z1ijn.

Het physisch _ebeuren, woorin vij geolaatst zijn, is een ononder
brosen stroom van gebeurteaissen, die alle op elltaar inverken en waar-
van gean enkele zich voltrokt, los van de anderen. In beginsel kan
dus een meevproces, als deel van dit _echeel, nimner geisoleerd worden
Ook kan geen »roces vrecies vorden herhacld, Ioamers herhaling zou stil-
stand betelkenen van de eten van dcorlopende processen en dit lcan niet,
want wat ceweest 1s, is op hetzelfde monent onherroepelijk jeschiede-
nis zeworden,
1f reads een voldoende verlklaring voor de onze--

%
i

Is dit op zichze

kerheid van de wearnemin suitlowsten, ook door de bouw van de stof,
die testaat uit zich In voortdurence bewesin: bevindende partileltjes,
is ten en3n mzle aan s.cculaties over szen ctceds voortgezette verfij-
ning van neetmethoden mat als einddoel de alzehele zekerheid, paal en

Al

perk [esteld. ifen denle wmcar cens wat men o grond van evengenoemde

a

inzichten onder de L:znzte van eon meaststaaf moet verstaan !

Je bij de _ewone, da_elijis voorloaende axper;menten te conata-
teren onzelkerieid in wvesarnenin_suit':ousten is derhalve niet veg te
werllen of zelis maar we. te Genhen door ecn Leroep te doen op een
voort_czette veriiinirng van de caarneuing tecehniek. Z2ij moet worden
aanvaard als een aljemeen optrodznde natuvrvet.,

1 de eerste plaats 19 dzaron nodily, inzicht te verkrijasen in de
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Wwijze, waarop de waarnemingsuitkomsten schommelen en gepoogd zal moe-
tén worden, daarin zo mogzelijk iets van regelmaat te ontdekken. Dit
zal moeten geschiesden door waarnemningsreeksen aan een onderzoek te
onderwerpen. Immers het alles behecrsende verschijnsel van het schom--
melen van een waarnemingsuitkonet lkarn slechts aan het licht worden ge-
bracht, als door een zo goed moselijke herhaling van het expaiment

een aantal uitkomsten ter beschikliing staat.

De bestudering van waocrnemingsrecksen geschiedt volgens de metho-
den ven de mathematische statistiek. Omdat deze methoden slechts bij
aenwezizheid van veel materiaal kunnen worden gebezigd, zal men over
grote waarneuningsreelsen mosten kwnen beschikken: reeksen, gevormd
door 500, 1000 en meer waarnemingen., Deze reeksen worden in de prac-
tijk van de waarnemingstechniek zelden aangetroffen. Men zal zich de-
ze dan door speciaal daarvoor uit evoerde experimenten moeten ver-
schaffen,

7 2 ] . -
2.2. Een-~ dimensionale ‘amarnemin sreelsen.

Janneer eén enkele grootheid verschillende malen wordt waargeno-
men verlirijgt men een één- cimensionele waarnemingsreeks. Hier volgen
twee voorbeelden.

I. Te Greenwich zijn 1000 waarnemingen uit.evoerd van de rechte
klimning van de Poolater1). Het bedrag ven de waarneming, gerelend ten
opzichte van een ongeveer in het midden van de reeks gelegen waarde,
ies met x gangeduid , £ is he* aantal leren, dat de waarde als uiltkomst
verkre_en is.

De reeks luidt:

x =35 =3,0 =2,5 ~2,0 ~1,5 -1,0 -0,5 0 +0,5 +1,0

£ 2 12 25 43 74 126 150 168 148 129

+1,5 +2,0 +2,5 +3,0 totaal
78 33 10 2 1000

De waarnemingen zijn hier afgerond op halve secunden., Het onder
de uitkomst van b.v. -1,0 vermeld aantal 126 betekent, dat er 126 uit-
komsten gelegen waren tussen -1,25 en -0,75. De bedragen x zijn dus
de middens van de klassen, die lelkens 0}5 "breed" zijn., De klasse-
grenzen liggen midden tussen elk tweetal opvolgende waarden van Xx.

1) Ontleend aan Whittaker and Robinson, The Calculus of Observations,
London 1924.
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II., Cp een blad papier werd op onscherpe wijze een punt aangege-
ven. Uitgaande van cen willekeurig beginpunt als nulpunt werd de lig-
ging in horizontale richting van het punt 1000 meal opgemeten. De waar-
nemingsuitkonst is weer aangeduid met x, de bijbehorende frequentie

met f. /}ﬁm&éﬁ

X in mi. 6.5 6.0 5.5 5.0 4.5 4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 o.t

4
¥

T 4 31 62 145 193 103 177 103 56 34 10 2

leve
In dit voorbeeld zijn voor x de klasse;renzen opgegeven.

In de figuren 2.2.-1 en 2.2.~2 zijn van de bovenaangegeven waar-
nenmin_sreelisen de histogramien getekend, In elk der figuren zijn op
een horizontale as de klas:sesrenzen uitgezet, en wel in beide gevallen
even breed, Op het stuk van de as, een klasse<inteival voorstellend, is
een rechthoel: yeconstrueerd, waerven de oppervlakte gelijk is aan de
bij de <lasse behorende relatieve frequentie. Hiervoar moet men in elk
der tel:ningen een schaal voor de opuervlakte aannemen. Deze is ook in
beide figuren gelijk gekozen en wel zo, dat met 1 cm2 een relatieve
frequentie van 0,020 correspondeert.

De histogramaen doen zien, dat in beide gevallen eenzelfde ty-
pisch bzeld verkreien wordt. llet meest karakteristieke is:

a. de frequentie is ongevcer in het midden het srootst en vermindert
vrij snel naar beide einden ;
b. de verdeling is min of meer symmetrisch,

De ervaring heeft geleerd, dat de meeste in de practijk voorkouen-~

de waarnemingsreeksen bovenbeschrewen karalkter vertonen.

2.3. Onderlinge vergelijking ven waarnemin-sreel.gen.

Vergelijken we op het ooz de histogrammen, getekend in de figu-
ren 2.2.~1en 2.2.-2, dan vertonen ze wel ongeveer hetzelfde beeld,
maar die in de tweede figuur verloopt iets steiler. De waarnemingen
zijn daar meer in het midden ooeenzehoopt.

De overeenkomst in het karaliter van beide figuren doet de gedachte
aan de hand, die in fi;. 2.3.--1 is verwezenlijkt. In deze figuur is het
histogram van figuur 2.2.-1 op dezelfde wijze opnieuw getekend, d.w.z,
met even brede rlasse-intervallen, 1 cm, en ecnzelfde schaal voor de
onpervlalzte 1 cm2~% 0,02 relatieve frequentie, Dit histozram is door
een voljetrokken lijn voorgcesteld.

Het tweede histogram is iets veranderd. De breedte van het klasgse-
interwl is hier 1,2 maal zo groot voorjesteld. De schaal voar het uit-
zetten ven de op.ervlalten der reclithoelken is echter dezelfde ale in
figuur 2.2.-~2. Door de genoemde verbreding van de intervallen zullen de
hooszten van de rechthoeken in dezelfde verhouding kleiner worden, waar-
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door het tweede histogram breder wordt, maar ook platter. De fac tor
1,2 is zo gekozen, dat nu de bovenkanten van de histogrammen zo goed
mogelijk overeenkomen. Hoe de factor 1,2 ontstean is, doet thans weil-
nig ter zake. lMen kan zich voarstellen, dat dit door hernsald proberen
is geschied, waarbij telkens de fipguren door onderlinge horizontale
verschuiving zo goed mogelijk tot deklking werden gebracht. De boven-
kent van het tweede histogram is docr een stireeplijn voorgesteld.

Inderdaad doct de nu verkregen figuur zien, dat in zekere mate van
een overecenstemming van de waarnemingsreeksen kan worden gesproken. Men
moet nl. bij de e oordeling van het bereikte resultaat er aan denken,
dat de frequenties van een waarnemingsreelks g tellen zijn, die vrij on-
zelker zijn. Zou men zich b.v. gen nieuwe reeks van 1000 waarnemingen
van de rechte klimming van de Foolster verschaffen, dan is niet te ver-
wachten, dat deze vrecies dezelfde frequenties zou vertonen als de ge-
gevene. Inte . endeel, het lis®t in de natuur van deze aantallen, dat zij
schommelen., Bij de beschouwing van figuur 2.3.-1 gaat het dan ook niet
zo zeer om de details, als wel om et algemene karakter van de verde-
lingzen,

Het resultaat doet de vraag rijzen of het wellicht een algemeen
voorkomend verschijnsel is, dat waarnemingsreel:sen de zoeven besproken
eigenschap bezitten, De ervaring heeft zeleerd, dat dit niet zo is, soms
treden waarnemingsreeksgen van een andere soort op. Het schijnt echter,
dat deze afwijkende reeksen tot deuitzonderingen behoren. Wij nemen der-
halve aan, dat er een voldoend groot aantal gevallen is, waarin waar-
nemingsreelksen optreden, dic de tot nu toe besproken kenmerken bezit-
ten, om het lonend te meken, verdsre heschouwingen asn dit soort van
reeksen te wijden. Deze begchouwingen gelden dan natuurlijk niet alge-
meen, doch uitsluitend voor de bestudeerde soort waarnemingsreecksen,

De verdeling bi] deze reeksen zal in het vervolg de normale verdeling

worden genoemd.

Om te weten of een nicuwe waarnemingsreeks de normale verdeling be-
zit, moet zij vergeleken worden met een reeks, waarvan bekend is, dat
zij normaal 1s. Aangenomen wordt daarom, dat er over zo'n reeks be-
schikt kan worden. De vergelijking geschiedt op de wijze, zoals dat in
deze paragraaf bi] de bespreking van figuur 2.3.-1 ulteengezet is,

Als conclusie van het bovenstaande wordt geformuleerd:

Aanname 2.3.-~1: Waarnemingsreelisen, dic normaal verdeeld zijn, kunnen,

onder asnnamec van sen voor alle reekgen gelijke schaal voor de. opper-

vlaktan, door geschikte keuze van de schaal der klassebreedten, in hig-

togrammen worden voorpesceld, wearvan de gebroken 1ijnen, szevormd door

de bovenkanten van de rechthosken, nagsenoes samenvallen,

Opmerking. Naar aanleiding van het bovenstaande zal men welllcht

de conclusie hebben jetrolkiken, dat het uitmaken of een waarnemingsreeks
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gen normale verdeling bezit, een aangelegenheid van een subjectief
carakter is. Men zij er zich van bewust, det, over welke middelen
ven vergzelijking men ook zou beschikken, het subjectieve element
uit de beoordeling nimmer uit te schakelen is. Het min of meer pri-
mitieve in de wijze van vergelijken van twee verdelingen heeft metd
het eigenlijke wezern daarvan niets uit te staan. Of van een reeks
mag worden aangenomen, dat zi] ncrmaal verdeeld is, 1s geen vrasg,,
waarop een regel of een formule antwoord geeft; ook nimmer kan ge-
ven, '

Immers, het voorkomen van een bepaalde waarnemingsreeks 1is een
physisch verschijneel en slechts mst subjectieve middelen kan het
physische wereldgebeurcn toegankelijk gemaakt worden voor de toepas-—
sing van de abstracte denkwetten. Zo moet ook elke natuurkundige
grootheid eerst gedefinieerd worden en elke definitie is subjectief.

det is dus niets bijzonders, wanneer bij het vergeliljken vean
waarneningsreeksen genoezen genomen moet worden met een zekere mate
van willekeur. De ontwiklkelde methode van vergelijking is wolkomen
afdoende. Zij is echter omslachtig en dearom zullen te zijnervtijad
andere middelen hiervoor vorden gangegeven,

ob o 2N waarnemingsreeks, ¥
2.4, Modulus van een waarnemingsreeks

Uit het feit, det een normael verdeelde waarnemingsreeks kan
worden voorgesteld door een histogram ven een vaste gedaante en wel
door een geschikte keuze voor de breedte van het klasse-interval op
de horizontale as, volgt, dat aan een waarnemingsreeks een grootheid
kan worden toegevoegd, die de modulus van de reeks zal worden ge-
noemd en door welke grootheid de reeks gekarakteriseerd is.

Beschouw daartoe nog eens figuur 2.3.-1. Abstraheert men zich
een ogenblik ven de indeling ven beide histogrammen in rechthoeken,
dan zijn ze bveide in hun algemeen be loop gelijk, afgezien dan van
de overblijvende verschillen, Vergelijlit men de voorstelling van de
intervallen, dan ziet men, dat het Znterval van 0,5 seconden in het
ene histogram dezelfde rol vervult als een interval van 7}5 b4 0,51)
mm in het andere. ( De bresdte van de intervallen van het tweede
histogram waren met 1,2 vermenisvuldigd ). Noemt men nu de modulus

van de eerste reel:sg/w{,1 en die van de tweed%/oE, dan definieert men

1)
Het is een toeval, dat beide intervallen 0,5 eenheden zijn. Dit is
van geen essentiele betekenis.
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. ot e = ( 0,5 seconden ) : ( T%? x 0,5 mm )
of:

i}

A ( 6 seconden ) ¢ ( 5 mn ) (1)

Hieruit volgt, dat dus de modulus een benoemde grootheid is. Verder
zullen we Ge modulus steeds positief aannemen, hetgeen betekent, dat
we geen asandacht sclhenken aan de omstandigheid of de getallen van de
klasse-~indeling in het histogram van links naar rechts in de figuur
dalen of stijgen. Men kwn dis doen, omdat de normale verdeling symme-
trisch verloopt.

Nu het bezrip modulus is verkregen, is het van belang, het volgen-
de op %e merken. Laten we aannenen, dat de modulus van de eerste reeks
1" is, dan was die van Ge tweede 0,33 mmn, In elke reeks drukken we nu
de waarnemingen in de modulus als eenheid uit. Ve moeten dan ook de
setallen, die in figuur 2.3.-1 zijn vermeld, door deze moduli delen.
De rij der getallen voor de ssrste reeks blijft dan onveranderd, al-
leen worden zij onbenoemd, omdat men moet delen door 1 seconde. Die
van de endere rij worden gedeeld door g mm, waardoor eveneens €en rij
onbenocewrds yetallen ontstaat. Men krijzt dan langs de as het volgende.

zie figuur 2.3.-2

Let men er o», dat de breecte van een interval van de tweede
reeks % maal zo ;root was, als dat van de eerste, den leest men uit
figuur 2.3.-2 af, dat de intervallen van beide reeksen op dezelfde
schael -ijn vooragesteld. ILaners, het interval 0,5 van de eerste reeks
maal g is 0,6 is gelijk aan dat van de tweede.

Men heeft dus de
Eigenschap: drukt men van twee waarnemingsrecksen van elk de waarnemin-
gen uit in hun modulus als e2nheid, dan zullen de histogrammen, indien
men deze zo vervaardigt, dat de schialsn voor de intervalverdelingen
iangs de horizontale as zelijk zijn, evenals de schalen voor het uit-
zetten ven de oppervlaliten der rschthoeken, door horizontale verschui-
ving tot dekking te brengen zijn.

Men kan dus vaststellen, dat alle waernemingsreeksen gelijk zijn,
mits men de waarnemingen uitdrukt in hun modulus als eenheid.

Wanneer men een vaste waarneuingsreeks ales standacrdreeks aan-
naemt en die de modulus 1 toekent, kon nen door vergelijking van an-
dere reeksen met dezce standasrdrecks cen modulus voor elk dezer reek-
sen vaststellen,

Iaat b.v. de reeks van figuur 2.2.-1 de standaardreeks zijn. lMen
deelt nu de waarneningen hiervan door 1 sec. om onbenoemde getallen te
verkrijzen en kent san de aldus verkrezen reeks de modulus 1 toe., De
frequentics zijn numeriek selijk sebleven., Uit (1) volgt dan:
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T ¢ 4, = 6 :(5m)
’ “ S
( het 2ijn nu niet 6 seconden meer, masr we moeten het onbencemle ge-

tal 6 _zbruiken ). e krijuen don

.

A

&
o

i
T

Spreekt men dus in hst vervelg vaon de modulus von ecn waornemingsrecks,
don moct men 21tijd denlien con de vergelijking met een stondeardreeks,
weervan de modulus estcld ig o» £3n. Het is niet von belang, in dit

-

stadium de stondrcrdrecks vast te 1o, en.

2.5. Enige o-merkingen.

Opmericing 1. Hecft men twee worrnemingsreczlsen van ;elijksoortige
sroctheden, is dus bij ell der ree’ieen wasr.cnomen cen hock of ecen aof-
stend of cen temperatuur enz., den ken men de rceks met de kleinste mo-
dulueg de nauwkeuri;stc noemen von de twea,

Loten de veranderlijzen van de wocrnemin sreeksen zijn X en y en
hun moduli reSP;Alx sn 4« , iy denlken ons nu van elk ee§.histogram GE -

e y
. i
nooltt, wacrbij op de horizontale ~osen uitiezet zijn en —

als Xy 0noyy de grenzen von de klossen zijn. Zozls in “het voorghhﬁde
is aanwetoand, zullen den de beide histogrommen tot dekking zijn te
brengen.

Met een se ment d op ds os coryceyondezrt in het ene histogranm
nterval Az j/u,d ¢i1 in het ~ndere ecen interval Ay =v/§d

Is nu_ s >Ku on is ook

pie > Dy

Bij de recks voor y zijn cus fijnere nucnces tot uiting selomen
den bij dic voor x.

Bi) reelgen van ongelijlzsoortize groothedzn gast de bovensto~nde
redenering niet op. Bij de reclisen von de fizuren 2.2.-1 2n 2.2.--2
Y.v. an nen niet zcgoen, dot de 1ontete nawdeuriger is don de eerstes
imers Lid ecn bodrag in mn on fén in secunden kan men niet sprelen
ven de roctste of de kliinste, Ter vermijding van nuttcloze gedochten-—
agsocintics, weliie ontstoon door de vage be telenis, die een het be_rip
neavieurijhe id, zoals dit in het do 21lijks le ven wordt _ebruikt, wvordt
seheeht, zol in et vervoly, uitsluitend het besrip modulus van een waor-
neninsreclts worden zcdbruilt.
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Opmerking 2. Hev zou onjuist zijn, uit het voorgesande de conclu-
sie ‘e trekken, det men door een verkleining ad libitum ven het wear-
nemingsinterval een reeks met kleinere modulus, een " betere " reeks
zou lunnen verkrijgen. Om dit in te zien, denke men b.v. aan het af-
lezan van een verdeelde rand. Neem aan, dat dit geschiedt met een mi-
crometer, waarbij op de trommel wordt afgelezen., Het aflezingsinterval
kan men willekeuriz verkleinen door steeds grotere afleestrommels te
nenen, Het is echter duidelijik, dat de innerlijke waarde van het ex-
periment hiex niet in het minst door verandert. Deze toch is naar bo-
ven begsrensd door de deugdelijkheid van de randverdeling. Het willekeu-

riz opvoeren van het aszntal decimelen in de aflezing is volmaaskt zin-
loos. De vraasg is echter heoe Ce waarnemingsrecks zou reageren oOp een
dergel: jke hendelwijze.

In de eerste pleats moct wordan opgemerkt, dat men het aantal
wearneningen zou moeten opvoeren in veriouaing van de verkleining van
het interval. Doet men dit niet, den zal, gezien de willekeur, die in
de laatste decimalen ven de afl:zzing bestaat.en het niet voldoende ge-
vuld z@lin van de klassen, het histogram belangrijke onregelmatigheden
gaen vertonen, in de geest, coals schetsmatig in figuur 2.4.-1 is ge-
tekend. Het algemene beloop van d: verdeling is dan wel normaal, maar '
in dsvails is dit niet het _sval.

Voert men het zantal waarnewingen wel op, dan zal men hoogstens
de oude vorm van het histogram weer terug kunnen krijgen. Stel b.v.
daet esn behoarlijk histogram verkregen werd bij een aflezing tot in
mm. Men doet nu 10 maal zoveel aflezingen en leest af in tienden van
mm. Binnen de mm van eerst zal icdere 0,1 millimeter wacrschijnlijk
ongeveer cvenveel malen voorkomen, als inderdaad de verkleining van
het intervel zinloos is. Dan echter zal men in het histogram naast
elkaar een aantal rechthocken krijgen, die even hoog zijn, waarmee
het oude histogram weer cpnieuv te voorschijn komt. In dit geval is
het duidelijk, dat generlei voordeel is verkre en.

Het spreekt vaenzelf, dat 2veneens cen te grove aflezing verkeerd
is. In de gevolgen van de in Jit geval optredende afrondingen wvan de
aflezingsuitkonsten gaast het sewrag van de reeks geheel verloren.

Bij elk waarnemingsproces behoort derhalve min of meer gedwongen
een bepazlde waarncmingseenheid. Deze is natuurlijk nict met zeker-
neid aan te geven. Dit is voor de practijk trouwens ook niet nodig,
ven wezenlljke betekenie ig het, dat deze eenheid man grenzen gebonden
is. Ien goed histogram kan men verwvachten van ongeveer 20 intervollen.

Opmerking 3., De ervaring lcert, dat bij een waarnemingsreeks er
eveneens spreke is van een verband tussen de breedte van het totale
interval, waar binnen alle waarnemingen lig en, en de bij het waarne-
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mingsproces behorende esnheid van de aflezing. Ook dit verband is niet
met zekerheid aan te geven, In het voorbeeld wvan de reeks betreffende
de Waarnemingeh van de rechte klimming van de Poolster is het duide-
1lijk, dat geen waesrneming kan optreden, die b.v. 1' groter zou zijn,
dan de grootste in de tabel opgegeven waarde. Zelfs 10" groter was al
zeer bezwaarlijk te verwachten. Waar hier de grens getrokken moet wor-
den, is niet uit te meken, omdat de begrenzing van het totale interval
vaag is. De bovenvermelde samenhang tussen totale intervalbreedte en
waarnemingseenheid is cchter aanwezig. Bij een bepaald meetproces be=«
hoort dus een afleescenheid, benevens een totale intervalbreedte. Geen

van beiden zijn scherp bepaalid.,

Oomerking 4. Ten slotte esn oosmerking van historische zard. In het

stadium van ontwikkeling der theoric, die met de tot nu toe gegeven be-
schouwingen bereikt is, speelt in de besteaande literatuur het vervan-
cen van de trapsgewijs verlopende vovenkant van het histogram door een
vloeiende lijn een zeer belungrijie rol. Ten einde dit plausibel te ma-
ken wordt meestal opgenerkt, dat een des te beter histogram verkregen
zou worden, naarmate het waarnemingsinterval kleiner en kleiner geko-
zen zou worden. Wordt de verkleining wver genoeg doorgezet, dan zou ten
slotts de ideale toestand, nl. de vloeiende lijnin plaats van de trap-
penlijn, verkregen worden. lMen mask?t dus in de redenering van een 1li-
mietovergang gebruik.

Bij de vorige oomerking is uiteengezet, dat pogingen tot het ver-
kleinen van het waarnemingsinterval door alleen in meer decimalen af
te lezen tot geen resultaat voeren. Het is dus nodig, het gehele waar-
nemingsproces te verbeteren,

Is de waarhemingsreeks.die van een hoek, gemeten met een theodo-
liet, met aflezing op een minuut, dan zal men in bovengenoemde gedach-
tengang om een " betere " wearnemingsreeks te verkrijgen, een theodo-
liet wmoeten nemen, dic b.v. de seconden geeft. Het waarnemingsinterval
is dan 60 meal verkleind. Het is echter onjuist, te menen, dat het eer-
ste histogram opnieuw verkregen wordt, doch nu met 60 keer zoveel inter-
vallen, dus een beter histogram.

Wat men zal zien, is, dat de tweeds waarnemingsreeks volkomen ana-
loog is aan de eerste. Het aental intervallen is van dezelfde orde van
arootte, terwijl het totale intervel ruw 7%r-deel‘zal zijn van dat bij
de eerste reeks., Men krijst dus het zelfde resultaat als de eerste keer,
alleen op een zoveel kleinere schaal,

De genoemde gedachtengang ten aanzien van het doen ontstaan van de
vloeiende kromme is dus physisch niet realiseerbeaar. Bij de basering
van cen betoog op de aanschouwing mag men hiervan dus niet gebruik ma-

{ell.



2.6, Twee stellingen omtrent moduli.

Stelling 2.6.-1. Van x is een normale waarnemingsreeks gegeven
mat modulug/ux. Is a ¢en constante, dan behoort bij x-a eveneens een
normale wearnemingsresks, terwijl voor de modulug//txua van deze reeks
seldt:

A T
Het bewijs is bijna triviecal. De afleiding van de reeks van Xx-a
uit die ven x geschiedt door ven alle getallen x het constante getal
e af te trekken. In het histosrom ven de reeks van x betekent dit¥§£ﬁ~
brengen van esn nieuwe becijfering lengs de x- as. De verdeling zelf
voor x-a is identiek met die van x, waarmee de juistheid van de stel-
ling 1is aaongetoond.

Stelling 2.6.-2. Van x is cen normale waernemingsreceks gegeven
[l ]

ale
met moduluf/uk. Is y = px ( p constant ), dan behoart bij y weer een
normale waarnemingsrezlis mct modulus
- £
Ay ipl/'x
Bewijs. Laat f12 hat aantal waarnemingen voor x zijn, gelegen tus-
sen de klassegrenzen Xy €0 Xpe Deze geven f12 waarden voor ¥y, elegen
tussen DXy €n pX,. Men kan dus uit de rezlis voor x die voor y afleiden
door de klassegrenzen van de vardeling voor x met p te vermenigvuldi-
san, De frequentis voor cllt interval ven y is verder zelijk aan die

o

van et overeenkomstige interval van X.

ar

Hieruit wvolgt, det bij y ook se¢n normaal verdeclde waerneumings-
reexs beshoort.

Is verder het histogram voor de reeks van x z0 geconstrueerd, dat
op de horigzontale as uitjezct is x i/ﬁ&’ den blijkt, omdat

X _pPX _ ¥
= = %ff =
Hx o% B4
dat voor het histogrem van y moet worden aangenomen, det langs de ho-
rizontale as uitgezet is y 1D Mo Dazr beide histogrammen elkaar be-
dekken, is volgens de definitie van modulus

My TP
Omdat ecn modulus niet negatief kan zijn, moet voor het geval p

negatisf is, van p de absolute waarde worden genomen,
Derhalve is aljemecn:

Ay ”{p‘/ﬁ

Gevolgen.
a. Is y = px - a, dan ig/uy x‘?tﬁ%; ( combinatie van stelling 1 en 2 )

N
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b Isy = -x, dan i§/ﬂ§ = f s

Stelling 2.6.-3., Is gegeven x met een normoal verdeelde waarne-
mingsirceks ( modului/uk )en is y = £ (x), dan is met zekere beperkin-
gen:

S ‘ ) L“""

X

Bewijs. Aenjenomen wordt, det £ (x) differentieerbaar is in het
interval ven x, waarover de waarnemingsreels zich uitstrekt. Laat X,
een weacrde van x uit dit intsrvel zijn, den is, als f£' (x) de afgelei-

de ven £ (x) is:
{Ko + 6( X=X )} o <6<1 (1)

y =17 (KO) + ( mex )

Tiguur 2.6.--1 bevat de bekende mectkundige voorstelling van deze
formule. De laagste woaarde van x in de _cgeven waarneningsrseks is a
genocnd, de hoogste b. Om f (x) te vinden moet (xo) vermeerderd wor-
den met x- X, maezl de waarde, die f' (x) c¢rzens in het interval XX
aannsent, en wel in dat punt, waar de raaklijn evenwijdig is aan de
koorde, die de punten van de¢ I‘rouie, waorvoor de abcissen X, en x
zijn, verbindt.

Iien kan uit de wverdeling voor x weer die ven y afleiden. Leat
f12 het aental waarnemingen zijn tussen Xy en X,. Voor y zijn er dus
eveneens f,, waerden tussen y, = f (x1} en y, = T (xz). De verdeling
voor y krijgt men dus als bij de bedregen ven de klassegrenzen voor x
die van y worden berekend. Is f (x) een niet- lineaire functie van x,
dan zullen de intervallen von de y- verdeling niet even groot worden.
Uit de regelnatise becijfering van de intervalverdeling voar x ont-
gstaat een onrcielintipe voor y. Construcert men net de onrezelmatige
intervalverdeling ven y ee¢n histogram, dan wordsn de breedten van de
rechthoeken onderling onzclijlk. liet de cven brede rechthocken in het
histogram van x4 corresponderen ongelijke breedien voor de rechthoeken
in het aistogram van y. De hoogten van de rechthoeken in het histogram
van y zullen dus ool enders zijn dan die bij het histogram van x.

Tty

Zr ontstaat voor y e:n histogram, dot in beginsel een vollomen wille-
keurisze gedaante Xen acnnemen.,

De grootheid y zal dus in het ol emeen niet normecl verdeeld zijn
Bovendien zijn cr gevollen, waerbij het zelfs onmogelijk is om een
verdeling van y uit die van x of te lciden. Men denke zich b.v. het
geval, waarbij f (x) in het interval a-b cerst toe en dasrna ofneemt.

In de practijk zijn echter meestel de optredende functies van
dien aard, dat in het smells jcbied, waerin de veranderlijke x gelegen
is, de functie als lineair beschouwd nay worden. Men denke b.v. aen
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het gedrag ven een functic als sin x in een interval van b.v. 0,50.
In dit geval is de fezector vaon X=X in ( 1 ) practisch constant en na-
senoeg selijk aan I (xo). Men hezeft dan met voldoende benadering

y= £ (x) + ( x=x_)f (x))

zodat voor de berelening van de mo(3&1,1]_1;@/,@:Y van y de regel voor scn li-
neaire functie kan worden toszgepast. Men hecft dus:

ey |2 (X@)Vx m
N g R (2)
XZKO

Voorbeeclden.,

1. Aangenonmen wordt, dot hat totale interval van x enkele minuten
bedraast, don is, als y = sin x, en X, een wacrde van x uit het inter-
val voor x is:

ﬂ = |CQS Xol/-{:

2. Is bij dezelfde onderstelling y = t5 x, dan is

= --—-2—1
/A’y cog X ‘/Li{{

Omdet voor X, = %; y COS X = O, is deze formule ongeldig voor X in
dec buurt ven %} .

<

Een beperizing in de toepassing van de rezel als bovenverneld voor
y = tg x is voor de proctijk van gesen wezenlijke betekenis. De functie
zelf is voor x in de buurt van %;, voor de waornemingspractijk onbruik-
bear, laat stacn, dat dc behoefte zich doet gevoelen, een modulus te
moeten kennen, Nicttemin is het nuttig, zich de beperkte geldigheid
ven de regel voor ogen te houden,

Opmerking. Men moct bij het bovenstaande noodzakeli jkerwijze enigs-
zins vaag blijven., Het zou beter zijn, wanneecr een regel kon worden
opgesteld, can de hand waarvan men in elk concreet geval kon uitmeken
of de tocpessing van ( 2 ) seoorloofd was of niet. Een dergelijke regel
ken :zchter niet worden gegeven, iiumers met deze regel zou men dan moe-
ten kunnen uitmeken of de verdeling van y tot de normale behoort en
dit is onmogelijk ( zie de opmerlking bij pnro reaf 2.3. ).



HOOFDSTUK 3.

De twee- en meer- dimensionale correlatievrije normale verdeling.

31, .
Men komt nieuwe eigenschappen van de normale verdeling op het

spoor door de bestudering van de uit zulke verdelingen opgebouwde cor-
relatievrije twee- dimensionale verdelingen.

Deze verkrijgt men, door ( zie stelling 1.2. ) vermenigvuldi-
ging ven de relatieve frequenties van twee één~ dimensionale verdelin-
aen. Voor deze laatsten XkXan men nemen elk tweetal normale verdelingen.
Omdat het hier slechts gaat om het formele gedrag ven de normale verde-
ling, kan men ook uitgaan ven tweemaal dezelfde verdeling. Dit is ge-
daan bij het samenstellen van figuur 3.7.-1., Boven en naast het tableau
vindt men aangegeven de reeds eerder gebruikte ( zie % 2.2. ) frequen-
tieverdeling van 1000 waarnemingen van Polaris. De getallen in het ta-
bleau zijn hieruit verkregen door paarsgewijze vermenigvuldiging van
de frequenties dezer verdslingen. Zo is het getal 189,0 ontstaan als
150 = 126 x 1072 ( er is door 100 gedeeld om niet te grote getallen
te krijgen ). De som van alle getallen in het tableau is dus 1000 x
1000 x 1072 = 10.000.

Ifen kan de tabel dus opvatten als een twee- dimensionale corre-
latievrije verdeling, waarbij de neergeschreven getallen de frequen-
ties aanduiden bij 10.000 gevallen. Onder aanname, dat de getallen bij
de middens van de vakjes behoren, zijn in het tableau enkele krommen
geconstrueerd, die punten verbinden van gelijke frequentie: nl. de krom-
men "50", "100", "150". ( Dit is een bezigheid, geheel analoog aan het
construeren van hoogtelijnen in een kaart.) Het opmerkelijke is nu, dat
deze krommen een sterke gelijicenis met een stelsel concentrische cirkels
vertonen., ‘

De figuur 3.1.-2 is op volkomen analoge wijze als figuur 3.1.-1
samengesteld uit twee verschillende verdelingen, nl. uit de beide ver-

delingen van % 2.2, Bij de constructie van dit tableau zijn voor beide
verdelingen verschillende schaaleenheden gebruikt en wel in de verhou-
ding van 2 : 2,4. D't is dezelfde verhouding, die men voor de schalen
op de horizontale as in figuur 2.3.-1 moest aannemen om de histogram-
men tot samenvalling te kunnen brengen ; het is de verhouding van de
omgekaerden'der moduli. Ook nu komt in bevredigende mate het stelsel
van concentrische cirkels te voorschijn.

Hev is duidelijk, dat, wanneer in fig.3.1.-2 de schaal eenheden
op andere wijze b.v. gelijk waren genomen voor het constfueren'van de
horizontale en de verticale schaalverdeling, het stelsel concentrische
cirkels zou zijn veranderd in een stelsel ellipsen met gemeenschappelijk
middelpunt en met samenvallende asrichtingen ( evenwijdig aan de colr-

I'e
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dinaatassen ).

" Bij het jeval van figuur 3.1.-1 lomen de cirkels iets frasier te
voorschijn dan bij dat van figuur 3.1.-2. Ook in het tweede geval ech-
ter is het ciriielvormige larakter van de krommen canwezig.

Wij zullen thens terigkeren tot de verdeling van figuur 3.1,

J1j stellen ons deze ruimtelijk voor door op de vierkanten van het ta-
bleau rechthoekiye narallelopipeds te denken, waarvan de inhoud op één
of andere schaal _elijk is aan de relatieve frequentie. De krommen, in
de figuur getroliken, lunnen dan als de hoogtelijnen worden beschouwd
van het lichaam, door de parellelopipeda gezamenlijk sevormd. Zijn deze
noostelijnen na_enoel concentrische cirlkels, dan moet het lichaam nage-
noeg ecen omventelingslichaam zijn. Om uit dit lichaam de totaalverdeling
van het x- lienmerlk terug te vinden, lebben wij het slechts door even-
wijdige en op ;elijke afstand loodrecht on de x-— as staaﬁ&@“%ﬁxkﬁn te
snijden. De inhoud van elke plak is den een relatieve frequentie van de
vercdeling van het - kenaerk. Ve Irunnen dit ook doen voor het y-- ken-
merk, waarbij we dezzlfde verdeling als voor de x moeten vinden.

“anneer het inderdaad ecn omventelingslichaam is, waarmee we te
doen hebben, dan zal het onverschiliiy moeten zijn, in welke richting
we de snijvlaklen zanbrengen, steeds moeten we dan dezelfde verdeling
vinden, nl. de verdeling, waarm:: de frequenties van het tableau zijn
verkresen. Hierin ligt dus een middel tot onderzoek van het frequentie-
lichaan,

In de verdeling van figuwr 3.1.-1 hebben we de snijvlaklen onder
een hoek van 45° met de assen cenomen, als in de Tiguur aange_even. De
vereiiening van de bijbehorende freguenties gaschiedt eenvoudi,, door de
inhouden van de plaklken te berelienen, daarbij lettend op de stukk en,
waarin de vierkanten van het tablesau door de nieuwe lijnen worden ver-
deeld. Enkele van deze frequesnties z jn in de figuur bij_eschreven. lMen
vindt er voor in d= richting, A -~ B :

0,0 0,1 0,6 3,1t 11,7 35,4 69,1 183,86 340,5 545,3 769,4 978,5
1127,7 1187,0 1143,3 1018,5 336,2 634,9 445,0 289,7 174,3 95,5
47,0 21,3 8,5 2,9 0,6 0,1 0,0

In figuwr 3.1.-3 is de nieuwe verdeling in een histogram voorge-
steld, Wij zien hier cen grote mate van overecnstemming. Een dergelijk
onderzoek kunnen we in de cndere verdeling uitvoeren, waarbij ook, zij
het een iets minder mooi, resultaat zal worden verkregen.

Opgave. De leczer voere op de verdeliny van figuw 3.1.-2 deze be-
werking ait.

Het schijnt op grond van bovenstaande overwegingen gemotiveerd te
zijn, de volgende mnname te doen:

Aanname 3.1.-1. In een twee- dimensionale correlatievrije verde-

- K3 L4 “ . . k3
ling , afgeleid uit twee één- diwensionale verdelingen, waarvan de modu-



1i zich verhouden als ¢, en 44, besteat de meetkundige plaats ven pun-
ten met jelijle relatieve frecventies uit eirlels, als

1ste het tebleau op rechthoekize acsen is ontworpen ;

2de de veranderlijicen uit edrukt »iin elk in zijn modulus als eenheid.

tiding tot de meer.- dinenzionale verdeling.

Het resultaat van de vorige verajraaf lien senaklelijlk tot de meer-
dimensionale normele verdsling worden uit ebreid. Beschouwen wij eerst
3 normels verdslingen van de enmerken Xqe X, en JB we nenen voor het

%

semalk aan, dat deze vercelingen relljke mouulus hebben, De voorstelling
in de drie.- dinencionale ruinte op drie loodrechite assen van de drie-
dinensionnle verdeling, wvoarvan Jde Trequenties door vernenigvuldiging
e
28

ven de Ircgquenties der

¢n- dimensgionle verdeling worden verlire_en,
woret hizr zodani_, dat de ncstlundl e plaztsen van de punten net ge-
li;ke fracuenties concertriscae boll'n zijn. Beschouw om dit in te
zien het ojrervlalr, belorende bij een ovepaalde freguentie £, Bij een
vagste waarde van xg bDehoart ez trec-- dinengionale verdeling van X, en
Zo e De freguenties; die bilj dege verdeling Yelioren, liszen in een vlak
loodrecht op de x3~ es en de nunten in dit vlelk met frequentie f liggen
volgens 2t resultaat van de vorioc paragraaf o» ezn cirkel., Neemt men
nu e#n andere - acrde voor Xy dan liggen in de dacrbij behorende verde-
ling van X, en %, ae frequenties L weer op een cirkel. De cirkels, die
hier optreden, behoren tot het cgecochte onpervlak, dat dus de eigen-
scha» heeft, door eein stelsel evenul jdige vlaklien vol_ens cirkels door-
snecen te wordan. llacr hetzelfde geldt voor twee andere stellen van
vlel"lzen: inners men kan in het bovenstaende de rol van Xy doen overne-
men door i of door Xy Een oppervlalx, dat door drie onderling lood-
rechte stelsels van evenwijdi.e vlalken vol ens cirkels gesneden wordt,
moet een bol zijn. Alle op deze wijze verkrezen bollen moeten concentrisch
zijn, omdat zij drie onderlin; locdrechte vlaltken volgens concentrische
irlcels doar snijden. '

Zi jn de moduli van de sancnstellende verdelingen van X4y X, €N x3
niet gzellijlz, dan word=n in de grofische voorstelling weer dan bollen
als nectkundije Dnlactsen verkregen, als de ltenmerken eerst weer in hun
moduli als eenneid worden uit edrukt en dan de grafielr wordt gemazkt.

Verdelingen van nme:r don drie dimensies zijn niet meer meetkundig
voor te stellen., Ofschoon lhet dacrom in eerste aanleg geen zin heeft,
Lenvddioon, is het _Jemakkelijk, dit toch te
blijven deen, Dit moje Ll1ijlren uilt de vol,eude zeer beknopte uiteenzet-
ting .

meetliundije hewoordin,cn te

In de drie- dicensionale ruimte spreelkt men van het punt, b.v.
2,3,-6, dacrumee bedoelende het Hunt, waarvan de rechthoeliige of scheef-
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hoekige parallelcodrdinaten 2,3 en -6 zijn. Met het woord " punt "
wordt derhalve een zroep van 3, in bepaalde volgorde opgeschreven, ge-—
tallen aangeduid.

In een Rn ( een n- dimensionale ruimte ) noemt men naar analogie
ven het bovenstaande de groep van de n getallens

s Eoy XB,“,”“,Xn
een punt. Den lineaire betrellkine tussen de coordinaten b.v.

A1X1 + A2x2 e Anxn = AO

bepaalt in de Rn een lineaire an1yop dezelfde wijze als een lineaire
betrekking tuseen de drie codrdinaten in de R3 geen plat vlak bepaalt.
Twee lineaire hetrelkingen bepalen in de Rn een lineaire Rn—Z’ drie een
lineaire an3 en ten slotte n-—2 cen lineaire R2 of een plat vlak en n-1
een linecire 31 of een reclite.

Ben willekeurige betreliliing tussen de codrdinatens

f (X1, XogeosooX ) = 0

n
zal in de Rn in het algemeen sen gebosen Rn—ﬁ bepalen. Zo is op recht-
hoelzize assen in een R3 de vergelijking ven de bol, waarvan het middel-
punt in de corsprong ligt:

2

2,222
Gt EFp X3S

Analoog hiermee is in de Rn

2

2 2 = y?
X1 <+ ,_,(2 I T k-l’l - I:

de vergelijling van de " hypersfeer " op rechthoekige assen, met middel-
punt in de oorsprong. De hypersfeer is het mecr- dimensionale analogon
van de bol in de R3.

De;meetkundige namen vergenm kkelijken de ‘terminologié° Zo is het
zelfs na bovenstaande zeer summiere beschouwing volkomen duidelijk, wat
onder twee concentricche hypersferen moet worden verstaan, onder de
straal van een hypersfeer, onder de afstand van twee punten in de Rn
enz. Zonder de meetkundige namen zou de beschrijving met*algebrai§Ché
bewoordingen onbverzichtelijker en vermoeiender zijn. Verdef*schijnt
het,‘ondanks het feit, dat er van ecn meetkundige voorstelling geehv -
sprake kan zijn, qat de voorstellingen, die men gewend is zich in de R3
te maken bij de algebra in de Rn een zekere steun geven, waardoor deze
laatste doorzichtiger wordt. ‘

Wat nu de n- dimensionale correlatievrije verdeling betreft zal het
duidelij¥ zijn, dat naar analogiec met de drie- dimensionale de volgende
aanname geformuleerd ken worden,



mensiaﬁal@ verdelingen met moduli, die zich verhouden alff“ﬁt/“?""

.J;,uhiubegtaat de meetltundize plaats van punten met gelijke frequen-

tie uit ecn stelsel concentrische hypersferen, als:

1ste de assen van het cobrdinatensysteen rechthoekig zijn ;

28e de veresnderlijlien uitiedrukt zijn elk in zijn modulus als eenheid.
Opmerking. Deze aznname is de generalisatie van aanname 3.1.--1

en omvat die dus,

3.3. Eigenschap van de moduli.

Gegeven is e:n correlaticsvrije verdeling, verkregen door verme-
nigvuldiging van de freguenties van de normale verdelingen van X en y,
met moduli, die zich wverhouden &li/&x e%/u&. De wverdeling wordt voor-
gesteld op een rechthoeXisy assensystesm, na eerst x en y elk in zijn
modulus te hebhen uit_edrukt. Volsons aanname 3.1.-1 liggen punten
met gelijke freguenties op concentrische cirkels. Wij denken ons ver-
der het drie- dimensionale histogram cconstruecrd van % 3.17. Het fre-
guentielichaam kan dan nu als een oawentelingslichaam beschouwd wor-
den ( de as loodrecht op het x,y vlak ). De inhoud van dit lichaam
is 1, zoals bekend is.

Wz beschouwen de ;rootheid

o= pX + QY ‘ (1)
waerin p en q constantcn zijn.
Uit de verdelingen voor x en y kan er €én voor z worden afgeleid.
Voor 2 wordt daartoe e:cn intervalverdeling aan enomen,
De deelpunten zijn:

Z ’z +L)Z,ZO+ Qaz,zo -+ 3Az,oaeno

6z is het interval, Z het b:gin ven telling.

Het komt er nu op aan, de relatieve frequenties te bepalen voor
z in deze intervalverdeling: men moet daarvoor voor elk interval het
eantal gevallen tellen, waarin z vol;ssns (1) een waarde aanncent,die
in dat interval gelegen is.

Om esn goed inzicht in de aan_elegzenheid te krijgen is in figuur
3.3.-1 de verdeling schematisch voorgesteld. Voor de constructie van
het tableau hebben we x en y moeten uitdrulkken in hun moduli.

Stel dus

Lo X .
Par
) =

E en » zijn dan de coérdinaten, die voor de constructie van het tableau



moeten dienen. et het invoeren van% en » hebben wij ons ven de com-
plicatie, veroorzaak+t doar het verschil in moduli, ontdasn. Bij § en
. 77 ‘behoren verdelingen met gelljke moduli 1.

In % en m geschraven wordt ( 1)

= DAET Gy t2)

De waardestellen van‘g en 7, dic een z opleveren in het interval

Zy o+ kaz en Z, T ( X+1 )az, zijn de codrdinaten van de punten, gelegen
in de strook van het§ ,» -vlek, bs rensd door de rechten :
. 2, + 0z = D T+ a7 (3)
Z, ¥ ( %X+1 )az = gﬁ§§ + %f§r7 (4)

De rachten zijn evenwijdig ¢n hun afstand

d = Lz __. (5)
\/ 2 2 2 2
| Laten we k de¢ rangnumaers 1,2,.... in ( 3 ) doorlopen, dan krijgen
we een stelsel evenwijdige rechten, alle op dezelfde afgstamd d. Door de-

ze rechten denken we ons vlaklen loodrecht op het ?E s 7] -vlak aange-
bracht. Deze vlakken verdelen het frequentielichaam in even dikke platte

schijven en nu is de inhoud van elk dezer schijven de relatieve frequen-
tie in de verdeling van z voor het bijbehorende interval.

Het is reeds bekend, dat de verdeling van z weer normaal is, een-
voudiy; omdat het frequentielichaam een omwentelingslichaam was. Wij zul-
len nu de modulus van de nieuwe verd:=ling berelienen.

Jij kunnen Az altijd zo lriezen, dat d gelijk wordt aan het inter-
val.&fg, det wij voor de constructic van het tableau hebben gebruikt.
Hierdoor kan ( 5 ) als volgt seschreven worden:

ay o ° (6)
1 Vg alg

Omdat de verdeling van z nu identiek is met die van\gi( afgezien
van de jebruikslijke verschillen in de frequenties ) moeten we hebben

2 2 2 2
/é::\/px-bq‘/zy (7)
Dit volgt direcct uit ( 6 ), ondgt daar te lezen staat, dat men Az
en dus ook 2z moet delen door \/p <t q2 ¢ om de¢ verdeling van z in de

cedaante te brengen van de verde llng van ?2. De modulus van‘?’ls 1, zo-
dat die¢ van 2z voorgesteld moet worden door ( 7 ).
W7ij hebben dus nu gevonden, als

Z = PX + QY
dats
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&. 2z een verdeling heeft ;

b. die verdeling normaal is;
- >

| Het gevonden resultaat laat zich onmiddellijk uitbreiden tot een
lineaire functie van een willekeurig aantel veranderlijken. Men kan nu
nl. genallielijk de volgande stelling bewijzen.

Stelling 3.3.-1. Is

Zo= PyXy ¢ DoKXy + oeeeeiet DX (8)

dan is, als de verdelingen voor Xqgs FpyereoeasX, normaal en correlatie-
vrij zijn, de voor z af te leiden verdeling eveneens normaal.
Zijn verdex/%ﬁ,//ﬁ,QQQ}}h de moduli ven Xy Kppeeos Xy dan is, al%//;
de modulus is van z

2 2 2 2 2 2 2

= ( % ¢ @ ° 9 @ ’<"
A= DAY Do + PpAty (9)
Bewijs. De stelling is bewezen voor 2 veranderlijken. Kan worden

2angetoond, dat, als ze geldt voor n veranderlijken, ze ook geldt voor
| . .
A+1, dan is het bewijs zeleverd.

Stel
. W= 24Xy + PoXop + weenss + DX+ DX ( 10 )
7 = 1313(1 + pz}{g + eseo0ee ancI],
dan is q4= 2z 4

" .
s+ 1% ne

u is nu een lineaire functic van de 2 veranderlijken z en Xoiqe Ondat z
als lineaire functie van n veranderlijken normaal verdeeld is, is dit
met w als functic van z en X1 ook het geval, Men heeft verder:

+

2 _ 24 52 2
A T Yn+ 1 0+ 1

yult men voor s, de waarde volzens ( 9 ) in, dan ontstaat:

= R s e s s
waarnede het bewijs geleverd is.

Het voorschrift, geseven door ( 9 ), zal worden genoemd de bijzon-
dere voortplantingswet van de moduli.

Stelt men in ( 8 ) en ( 9 ) alle co&fficién’en p; op p, na nul,
dan ontstaat uit stelling 3.3.-1 stelliny 2.6.-2. Deze lesatste is dus
een bijzonder geval van de alzemene stelling 3.3.-1.

Is z een niet lineaire functie van een aantal grootheden, waarbij
normale verdelingen behoren, dan geldt in het algemeen stelling 3.3.-1
niet, Om dit in te zien, neme men het geval, dat 2z een functie van twee
veranderli jken is, dus




z =T ( Xy x2)

Men stelle zich nu het tableau XT; X, voor met het lichaam der
parallelopipeda. Voor z wordt een intervalverdeling aangenomen

Zoy By vOE, B+ 2825 accaocs

en men moet nu weer voor ieder interval het aantal waardestellen Xqs%y -
bepalen, dat aanleiding geeft tot een waarde van z, die daartoe behoort.
De waardestellen N Xy, die een z geven in het interval, begrensd

door z_ -~ kazen z  + ( k+1 )2z, zijn coc')’rdi:rla’ceng1 en £, van een
punt, gelegen in ecen strook, besrensd door
zo+1<:Az=f(§-:1,7€2) ) (11 )
z, + ( k+1 )az:f(g1,§2 ) ( 12 )

wearin x, ;/«1§;én X, ;/A%§:2 , als 4y en e, de moduli van x en X,
zijn. Voor het geval f niet lineair is, zijn ( 11 ) en ( 12 ) krommen.
De relatieve frequentie ven z in het beschouwde interval is gelijk aan
de inhoud van een schil, waarvan het grondvlek de strook is tussen de
krommen ( 11 ) en ( 12 ), die zijdelings begrensd worden door twee cy-—
linderoppervliakken mst als richtkrommen de beide genoemde krommen en be-
schrijvenden loodrecht op het vl&k?:19222 en aan de bovenkant door een
gedeelte van het bovenvlak van he’ lichaam der parallelopipeda.

Alleen voor het geval de functie f zo is, dat in het gebied, waar-
binnen de veranderlijken zich bewegen, de schillen weinig afwijken van
platte schijven, kan de stelling 3.3.-~1 worden toegepast.

Men neemt dan in het totale interval van X4 een willekeurige waar-
de X19O aan en in dat van Xy de willekeurige waarde XZ,O’ Stel

X, = X1,O'*A}H . XZ,O +1Ax2

dan is, als aangenocomen wordt, dat z differenticerbaar is naar X, en X,:

o -
+ AXA( = ). _ N
2t Xy ‘xy=xy (7844X,

Zo=Xy o+050%, X=Xy o+90%,

. . 2
z = T (quoskgyo) B ‘33‘1 ( BX1 )}{1:}{1 O+@1£§X1
) 9

o ey 1 0%, <
Is de schil nagcnoeg een platte schijf, dan verschilt z in het be-
schouwde gebied weinig van een lineaire iunctie vamUAX1 en Ax2° Dan moe-
ten in dit gebied ~%§1 en ;%gq ongeveer constant zijn. Men kan dan de
waarden van deze partiéle diffefentianlquotienten nemen voor Xy = X19O
en x, = X2,O° ‘
Toepassing van stelling 3.3.--1 levert nu:

2. bij 2z behoort een nagenoeg normale verdeling;

bﬂ
- 2 of 2 2 of 2 2
= (== ) _ AT+ (== ) .
My DX1 X, = X196/ 1 bx2 X, = A196/“2
X2 = %5 ¢ 2 = %5 0
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Het is duidelijk, dat het gevonden resultaat tot een functie van
een willekeurig aantal varanderlijken mag worden uitgebreid. Is

2 = f ( X.T, Xz,o....xn )
dan behoort bij z onder bepasldc omstandigheden een normale verdeling,

terwijl in dat geval, els z differentieerbaar naar de veranderlijken
x; wordt ondersteld:

= (RE S (RE 02uS e (R 0%kf (13)
1 2 *n
de waarden van de parti&le differentiaalquotienten, jenomen voor een
stel waarden uit de totale interwvallen van de veranderli jken,
Dit is de bijzondesre voortpnlantingswet der moduli, uitgebreid tot
niet lineaire functies.

3.4, Dipcussie en omkerinz van dc gedachtengang.,

De stelling 3.3.--1 betreffende het zich reproduceren van de nor-
male verdeling bij een lineairc functie, met de in vele gevallen be-
steande mogelijkheid van witbreiding tot niet lineaire functies, is
van groot belang. Uit waargenoumen grootheden moeten vasl andere wor-
den berecliend. lMen krijgt dus bij de toepassingen te maken met twee
soorten grootheden: direct gemeten groothcden en zulke, daaruit afge-
leid. De betekenis van stelling 3.3.-1 is, dat men tussen deze twee
soorten ninmer onderscheid behoeft te maken. Een grootheid, die afge-
leid wordt uit waargenomen grootheden, mag, omdat ook zij de normale
wet volgt, zelf als waargenomen Jrootheid worden beschouwd. Er behoeft
slechts ten aanzien van die afgeleide grootheden een uitzondering te
worden gemaakt, die niet lineaire functies zijn van waargenomen groot-
heden en waarvoor Jde onderstellingen, gemaakt bij de afleiding ven de
bijzondere voortplantingswet, niet gelden. Deze gevallen komen in de
practijk echter uiterst zelden voar, zodat in de practijk dan ook steeds
beide soarten grootheden door elkaar kunnen worden gebruikt.

De stelling is van zoveel wearde, dat het niet wel denkbaar is,
het er zonder te mosten dpen. Het rekenen met wasrnemingsuitkomsten
zou dan vrijwel onmogeli jk worden en van elke experimentele grootheid
zou nmoeten worden vermeld of deze re:elrecht gemeten was en zo niet
uit welle andere gemeten grooticden ze was afgeleid en hoe ze daarmee
ganenhing.

Stelling 3.3.-1 vlceide voart uit twee aannamen. De eerste was die,
waarbij werd uit_esproken, dat histograumen van waarnemingsreeksen te-
rug te brengen waren tot een na_enoeg zelfde gedaante, wanneer slechts
seschilzte eenheden voor de constructie ven de schalen op de horizonta-
le as werden ingevoerd., Bij de twecde aanname werd aanvaard, dat in
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éet histogram van een twez- dimensionale correlatievrije verdeling pun-
fen met gelijke frequenties bij gebruik van geschikie schalen op con-
centrische cirkels waren .ele_ en,

Beide aannamen waren niet dwinzend. De wisselvalligheid van de
frequenties van een racls waarnemingen is zo groot, dat oolr andere aan—
nemen denkbaar zijn. Van de gekozen aannamen kan hoogstens geconsta-
teerd worden, dat zij cenvoudig zijn, zo nizt de ecnvo ste ¢n dat

30201 te

»

edacnten—

u
zij bovenal het voordeel hebben, tot de zo nuttige stelli
voeren., Deze stelling komt echter in de tot nu toe gevolgde
gang min of meer bij toeval te voorschijn.

Nu eenmaal het bijzondere nut van deze stelling is ingezisn zn
blijkbear de wisselvallijheid van de frequenitisverdeling van een waar-

neningsreelkis ruimte leat voor velerlei canncmen, 1izt het voor de hand,
de gehcle gedachtengan:; om te lteren en te zoalien naar cen znzdanige be-
schrijving van het zxperiment, dat het bestaan var stelling 2.3.-1 in
elk gzevcl zewaarborgd is. De stelling is afseleik docr vellsdige induc-
tie, nadat het bestaan er ven voor een functie van twe:z veranderlijken
was aangetoond, lict is dus ook nuvoldoende, van ecen finctie van twee
verandcerlijken uit te jacn, Adie bovendien linealr kan werden onder-.
steld. len komt dan tot de volgende probleemstelling.

Er zijn twee waarnemingsroelsen Jezaven, éen voor X en &én voor .
Aannemende, dot waarnemingsreclisen een frequentieverdeling vericnen,
die nader te bepelen elgenenc eigenschannen bezis, worat jevraawd hoe

deze c¢igenschappen zijn, ondat als

Z o= PX + QY

de reeks, die voor 2z an worden oafpeleid uit de reelisen var o er v,
dezelfde eigenschapoen bezit als e:xn waar CLOmEn I'eeks.

Stel eerst a=0
dan wordt Z = pPX

In dit gsval wordt de reells voor z uit die ven x afgelceid door de
becijfering ven de horizontale as in het voor de reeksXjcmackte "istvo-
gram te veranderen. De aldus voor z verkresen reels moec nu ds lfenmerken
van een waornemingsraecks cbben. Dit betelent, dat wearnemiigsreczligen
de eigenschap moetea hebbven, bij acbruikmaking van gasenilite schrlen
voor de constructie van hun aistogramen, door een hishosra !l van ecn
vaste ;edaante voorgesteld te lrunner worden. 0olr volgens leme scoacobsn-
gang moet dus dezelfde ei enschap beatean, dlc serder werd geforialeerd
naar aanlaiding van de uitlomsten van experimenten., Langcoien na verder
door het invoeren van moduil alle waarnecaingercelisen van Jde besciouwd:
soort tot identieke reclisen kuinen worden herleid, is .2v voor hes vol-
gende voldoende, voor x en y identieke reeiisen te onderstellen.

Uit de recxsen voor x cn y wordt door toepassing var de vermeniz-
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vuldigingsregel ecen twee~ dimensionale correlatievrije verdeling afge-
@@id. llen denkt zich hiervan het tableau gegeven met dearbij het lichaam
der parcallelopipeda., Men verkrijgt dan weer de verdeling voor 2, indien
men het zo€ven genoeinde lichaam in even dikke platte schijven verdeelt.
De richting van de verdeling in schijven hangt af van de co&fficiénten

P en q. Onder de mogzlijlze verdelingen, die aldus kunnen worden verkre-
gen, benoren ool die van x en y, die ontstaan als men de schijven lood-
recht ov de x-, resp, de y- as kiest. Zal nu voor z eenzelfde verdeling
als voor x en y te voorschijn ltomen, dan moet hst lichaam der parallelo-
pipeda esn omwentelingslichaam zijn. Hisrmede is sangetoond, dat stelling
3.3.~1 noodzakelijx bestazn moet. zullen waarnemingsreeksen de eigen-
scha; bezitten van zich te reproducersn, zoals bij de laatste gedachten-
gang voorop werd zesteld.

Receapitulerende komen de tot hicr toe gehouden beschouwingen over
waarnemingsrecksen op het volgende neer.

Experimenteel verkregen en aan de waarneningspractijk ontleende
wearnemingsrecksen laten ruimte voor verschilliende eannamen omtrent hun
kareakter., Binnen de grenzen van de mogeli jkheden zijn de aannamen zo ge-
kozen, dat een gemeldieii jk hanteerbare th=eorie er het gevolg van is. An-
dere theorieln, die het natuurverschijnsel in kwestie nauwkeuriger be-
schrijven of eenvoudiger eigenschavven bezitten, zijn dus in principe
denkbeer. De gegeven theorie moet derhalve worden beschouwd als één, die
mogelijlt is en die manvezard wordt, zolang er geen acnleiding is, ze te
veranderen,

D " 3 ' ar.enomcn rrootheden sedefinieerd,
3.5. Constanten als waar.e cn grootheden sedef d

Tot nu toe zljn in de tescheouwingcn grootheden opgetreden, waerbij
waurnemingsreeiksen behoren, hetzij, dat deze regelrecht zijn wacrgenomen,
hetzij, det deze verkre_en zign door ze af te leiden uit andere reeksen.
Daarncast hesft men echter ook nog mot constanten te mmken. Het kan wvan
semak zijn, cen constante als cern weargenouen grootheid op te vatten en
dit ken. 7ij behoeven dan slechts de volgende definitie te aanvaarden.

Definitie 3.5.-1. Tecn constente grootheid mag als een waergenomen

grootheid beschouwd wordsen, wearbij cen waarncmingsreeks behoort met mo-
dulus nul.

De ge2ldigheid van de voortplontingswet van de moduli wordt door het
bovenstesnde niset aangetast. Is

4 = DX 4+ a

waarin a een constante is, dan was vroeger afgeleid

2 e 2
Sy P ey
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Rent men daarentegen acn a een waarnemingsreeks toe met mudulug/fa = 0,
dan heeft men:

2 _ 2,2 2 2, 2
g F Ay B = By
netzelfde resultaat als boven.
Op soortgelijke manier toont men aan, dat, als men z2an p ecn waar-
neningsraeks toekent met modulug/bﬁ = 0, de voortplantingswet eveneens
seldig blijft.
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HOOFDSTUK IV,

Lineaire trensformatie van een normale drie-

dimensionale correlatievrije verdeling.

4.1, Lineaire transformatie van de veranderli jken,

Voor elk der grootheden Xy9 Xy €1 X3 ig een normale waarnemings-—
reeks gegeven. De moduli deser reelisen zi jn TeSP. Ay tip en _ 4. Met
deze drie reeksen wordt door toepassing van de vermenigvuldigingsregel
een drie- dimensionale correlatievrije verdeling op een rechthoekig
assensysteem geconstrueerd gedacht; de oorsprons van het stelsel ligt
in nhet centrum van de verdeling.

Om te bereiken, dat de meetkundige plaatsen van punten met gelij-
ke relatieve frequentie een stelsel ven concentrische bollen vormen,
moeten we voor het vasistellen van de schalen langs de assen eerst de
grootheden X3 ultdrukken in hun modulus. Om iets alzemener te blijven
is het ook voldoende om de X5 uit te drukken in eenheden, die zich op
dezelfde wijze verhouden als de mocduli.

We stellen dacrtoe

11 22 :
AU E e S ey = iy = 8

De ingevoerde grootheden gll verhouden zich dan op dezelfde wijze als
de moduli en we moeten dus de Xy, Xp N X3 nu uitdrukken in g

v

9

\/ g229 V/g33 als eenheid en dan de aldus verkregen getallen uitzetten
als codrdinaten langs de assen. Als we dus stellen

Xy o

EZ = g Lo T § }z = “fé“
AR A

i e i
kunnen we deEgi als " gewone  rechthoekige coobrdinaten beschouwen .
We leiden gemakkelijk af, dat de modulus van ;1

/“2137?’?:/“’

4

en zo zijn ook

% e

We definieren verder nog

899 T TAT 7 Bpp T TomT v 833 T 733

. =x V a.. i=1, 2 of 3.

i i Y o®ii

waardoor
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De grootheden ’gii kunnen we de maateenheden op de assen noemen.lmmers
is Db.v. x, = 1, dan is “<“§1 :W, is x4 = 2, dan 1351 = ZVE; eNnZ.,
zodat dus inderdaad voor de uitzetting van x, de grootheid\/gq; als de
genheid voor de uit te zetten afstand fungeert. Het is uit het vooraf-
gaande gemekkelijk in te zien, dat de maateenheden omgekeerd evenredig
met de moduli zijin.

Wordt de oorspron; van het assenstelsel in het gemzenschapnelijk
middelpunt van de bollen gedacht, dan is de vergelijking van één dier
bollen

of
8155y =t cr

De thens met behulp van X1 Xo oD X beschreven 3~ dimensionale
verdeling willen we voorstellen met beliulp van 3 andere grootheden
X1, Xg, X3, die bepaald zijn door:
Xy = a4X; + 85X, + a3 3
Xy = byxy + DX, + b3x3 | (2)
X3 = CuXy + CpX, 4 c3x3
Deze drie vergelijkingen worden onafhanlkeli jk ondersteld, zodat
Xyy X5 €1 x3 er uit oplosbaar zijn. Laat de oplossing zijn:
Xy = A1A1 - BTXZ + C.‘X3
- AT v S
X3 — «tl'}-‘»—1 -+ B3AL2 ¥ 03X3
dan bestaan tussen de coéfficisnten van ( 3 ) en van ( 2 ) de volgende
betreldiingen:
Ajaq + Aja, +

%2 * A3%

Byaq + Bya, + Byay = 0 (4)
C1a1 + Czag 03a3 =0

A1b1 + A2b2 + A3b3 = 0

B,b, + Byb, + B3b3 = 1 (5)
C1b1 + CBbZ + 03b3 = 0

A1c1 + AyCo + A303 =0 )

Bycy + By0, + 3303 =0 g (6)
0101 + Cgc2 + 0303 = 1 )

Deze betrellingen worden verkreren, wanneer men de ultdrukking
Voor X,, X, en Xy volgens ( 3 ) instelt in ( 2 ) en daarna de coé&ffis
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ciénten van X,, X, en X; links en »2¢chts van het gelijkteken aan elkaar
gelijkstelt. Substitueert men daarentegen X, X, en X3 uit (2 ) in ( 3 ),
dan ontstaan op dezelfde wijze de nesen betrekkingen:

aqhy < b131 + 0161 = 1 g

33A1 - b3b1~+ c3C1 = 0

Boho + DBy + CPC? = 1 % ( 8)
31A3 0}33 . 0135 =0 g

32A3 + b253 + ¢,C0, =0 % (9)
a3A3 - b3b3 G, = )

De setrekikingen (7 ), ¢ & ) en ( ¢

7

trekkingen (4 ), (5 )enr [ 5 ).

ijn afhankelijk van de be-

Meetkundig stelt ( 2 ) een aflfiene transfarmatie van het assensys-
teewm voor, met behoud van de norsrrong. De vergelijliingen in het oude
stelsel van de nieuwe colbrdinaasvlaliien zijn

o oo el e N

agXy 4 agiy +oagX, = 0 ;
D xy Doy + b3x3 =0 g ( 10)
o1x1 - c2x2 - 03x3 = Q
Voor de hoek /;;'miSwlemt ecrste en het tweede cobrdinaztvlak
~eldt w?l 22 33 ,
- oy b,+g "a +g77a ( 1
e
con g = ezl B e ML |
LT .22 , »336 \/ .11 22 33
8 agaq + & asAs + 8 a333 ! b1b1 + 2 b2 o% b3b3
waaruit de formules voor de andere hocken /Eg en /g: volzen door cycli-

sche ver risseling van de letters o, L en 2. Men leidt ( 11 ) af doar in
( 10 ) over te gaan op de codriinate n3§1,é§2 en 1§3, waardoor ontstaan

ST . ;
&T ?1‘f' + a, Sg 3 +a,5.,Vg?’ =0

? 373
5, T %, \/f" 13&;3\/ 3 _ o
o3£;\J§TT “ 'Eo\v 3\/“33 =0

De richtin scosinugsen van de normaal van v.v. het eerste dezer
vlaklen wverhouden zich dus als

‘ f“' ' 2“(: \33
V & a5V S 33 V 2
waarmee dan ( 1C ) direct is op te scarijven.

De berelening van de hocken van de nieuwe assen en de maateenheden
daarop seschiedt door uit te gaan vaa de formule voa het liwadraat van
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de afgtend 1 van een punt tot de oarsprong. In het eerste stelsel is
2 _ @ L2 e 2 - 2 . 2 2
Hierin substitueert men de waarden van X4y X, €n x3 uit ( 3 ). Er
ontstaat den voor 1 een avene:ins kweadratisclie uitdrulliing in X1, X2 en
XB nlé
1" = G

oy “ ror ~ ' o X
111\'1‘\&1 A ZQXQ‘(LO + ,3 3“—, + o G23X2A3 + 2 G31 3 1 2 G12X1 2
i : ) 12
Deze vergelijking cseeft het lkwadract van de afdand, geschreven 1£ )
de nieuwe coordinaten. lMen verifisert ;e2maklielijk, dat

[

G11 = Sqafedy v Spphoho + S33hahy oy = wqqBC + 8228058339303
Gop = 394848y + 8opBpB, + 5533'3‘3333 Gyq = 5qq01hq + 55C0hp76330343)(13)
- y o e r — o - o n .
Gyz = 099840y + 600000 + 0338303 Gyp = 899848y + 30480+ 0 33438,
(Bij de _roothcden Gir heloeft op de vol_ orde der indices niet
te worden jslet: Gy, = Gy, ete. )

De maate:znheid op de K1 - a8 vindt nen door na te jaan hoe groot
de afstand wordt van het punt nst codrdinaten 1,0,0 tot de oorsprong.
Men vindt volcens ( 11 )

2

17 = Gy

zodat dus \/GH de maatesnheld is o, dc X? - a8, Op analoge wijze leidt

nen voor de meatesnhcden oy de X@ - an X - as af resp. \/G2° en VG33.
- [

De hﬁekzgég s LEVOorne door de aus XE en KB’ wordt cevonden uit

de formulz voor de afstand ven het punt 0,1,1 tot de oo sprong. Volzens™

(11 ) 1s

l) )
1° = Gy v 2 Gpy + Gy ( 14 )
¥y
| / i 4(0,1,1) figuur 4.1.-1
A’»é’:‘/"/ \‘

0 42X Moz
NGy, B :

™ figuur 4.1.-1 is A het punt et codrdinaten 0,1,1. In het
vlal y,0 ¥y is vol,oins de cosinusrs_el
[

12 = ng - + 2 VG 59 \J cos 323,

zodat door ver_elijking met (15 )

cos XEB = —— ( 15)

\/*\/'“

meoet zin.
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Hieruit volgt voor de beide andere hoelien door cyclische verwisse-—

ling r

coe gy = e mmn e (16 )

H

4 o 12 i e . M
CQ”EHQ e (17 )

]
k .
Nu wordsn d2 groothaden gt ia zvoerd:

"o 1,22 L33 23 11 22, 5 33 )

G' = & Q1Cv1 e azag S 3.3613 G‘ = 5 b1c1 + ey 0202 - b 033

22 1 L o33 311 .. 22 33

G = 4 b1b1 + 8 b?bz 3 b3b3 G- = o3 C“‘l-t S 028'2 L 3 3 (18)
33 01 .22 33 12_ 11 e .33

G = 19 * & CQCQ + 8 0303 G "= & a1b1 1S azbg - 8 &3b3)

ik . s . .
Cok voor de srootheden G is de volgorde der indices willekeurig.
Hier wordt volgeus ( 11 )

12
CcOos /,;: et PR WG.‘ PR ( 19 )
“ Vil \sz
5%
- G ]
cos /, = o b o e ( 20 )
- V22 g3
31
cog /;*“ - w..G_..,Y,. s ( 21 )

Er bestaat een direct verband tussen de Giw en de le. Volgens ( 13 ) is:

8,Gy4%b,Gyot Gy 13 = Ags 11( 1a1~;~B]b?+(3101) - Azggz(Aza +B,b,+C 01) +

i AQQB (A 33 +B3b +C3c

lettende op de eerste betreklkingen van elk der stellen ( 7 ), [ 8 ) en
( 9 ) wordt dit

a,G

1899+ DqGyp 0 Gy3 = Agyy ( 22 )

Op overeenkomstige wijze leidt men ef

1plyq + Bplyp + 2pGy 5 = Asgy (23)
a3611 - b3G12 “+ 03313 = A3g33 (24 )
11

Vermenigvuldig nu ( 22 ) met agl ( 23 ) met aégzz, ( 24 ) met
o g33 en tel op. Dan xomt er

‘W;})w
1, 2
(g a8, gz 8oy + g33

e 33
Gyy(e agey + 377850, + 8

of volgens ( W ) en de cerste verselijling van ( 4 )

(511 22, . 33,

&333) 4 aby + 8 7a,b, - 3b3) +

&2303) e 4&13».! o+ A.za?’ o 5333,
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al 12 3 - ‘
Gy G GG« + G367 = 1 (25 )
Nu vermenigvuldi,t men ( 22 ), ( 23 ) en ( 24 ) achterecnvolgens met
bqg71, b2g22 en b3333. NDaa komt er 2» overeenkomstige wijze als boven
G. c1= . (}40322 + G G23 =0 ( 26 )
i1 P 13
cerw131 door vermenigvuldising vern { 22 ), ( 23 ) en ( 24 ) resp. met
Al P
cmg , 0232“ en CBE‘“ mtatast
3 23 . 33 _
167 GG e G600 = 0 (27 )
Uit deze leatste 2 verszl.jliingsm xunnen G11, 612 en G13 worden opge-

ik
lost, als alle G~ gegeven zijn.

Op volkouen analoge wijue Xinnen nog twee andere stelsels afgeleid

worden. Deze zijn:
12 213 _
2%‘ B

3
62 4 6,698 + 6,073 = 1 g (28)
)

P
¥

)
¢y,

ae3

9]

(o]
L
S

1l

(&)

. al3
(J‘_ 2 i Gz?

16,608

(]

+ uQBG' + G690 = ( 29 )

G613 4 .G 4 g..g33

L
[W9)
H
-

( 28 ) en ( 29 } kunnen dienen ver berekening van resp. het stel G, ,
. ik
GQQ, G?} en het stel st, 62’ Cj nit de G
De 9 vergelijkingen tusser

2
e le

(., en de kunnen ook omgekeerd

ik
gebruikt worden. Zo levert de (Ohbuilgie van ( 25 ) met de eerste verge-
ijking van ( 28 | =n dle eerste van ( 29 ) een stelsel vergelijkingen
ter berekening von G11, GQD en 313, als de Gik gegeven zijn.

Texr vernijding van cchrijfwerk is hst van belang, dat de 9 zoeven
begchovwde wverseliikingen op #en zoer eenvoucige manier geschreven kun-

nen worden, nl.

Ef,GﬁVGll - 81 ( 30)

Tr Gese uitdruk;ing ar. voor 1 zowel als voor k willekeurig eén
van de indices 7,2 of ? worden ingestcld, hetgeen inderdaad 9 verschil-
lende moseldijltheden geeit, corrcsncornderend met de eerste leden van de
9 vergeliikingen (25 ). (26 ), {27 5, ( 28 )en ( 29 ). 5% wordt
ne% symhool van Kronecker genoend., Deze grootheid is 1, als 1 = k en O
als 1 & )

Een nog eenvouciger schrijfwijze ontstaat, als men, zoals Iinstein
in dergaiijke jevallen vworrs.ce. te doen, het somteken weglaat en af-
ﬁpraekt, ¢at in een dergelijke ultdrultking steeds zesommeerd moet worden



als er onder eén boven een zelfde index voorkomt ., Men gechrijft den in
plaats van ([ 30 )
111 1

Men moet nu cchter weten vat het bereik van de indices is. Men legt
dit aan het begin van de berelening vast. De schrijfwijze zelf is steeds
het zelfde, hoe groot de rij van rangnumacrs ook is, die de indices kun-
nen aannemnen,

Resumerende is het volgende verizregen,

Met behulp ran de co&fficiénter van de transformatievergelijkingen
( 2 ) perekent men volgens ( 13 ) de Gik en met { 31 ) uit de gk de

Gyye» Omdat vol_ens {15 ), ¢ "6 )en ( 7 )
ik
cos y 4y = Vrmm \waf
ik
7 G
COS /... = e

Tin T
VeV
zijn hiermee de hoeken tusser de nieuwes coodrdinaatagsen en die tussen

VE“” de

117 227 33
maateenheden op de assen. Alle (egevens omtrent het nieuwe stelsel der

Xi zijr lerhalve asnweziz., Uit ( 12 ) vol,t nog, dat de vergelijking van
een bol uit het stzleel der concentrische bollen op het nieuwe stelsel
moet luiden

Gz nieuwe codrdingatviaklen helend. Verder waren G

‘ > [ 5 I ) .2
&11X1k1 + ngxgxz G33‘3h3 - 3A2A3 + 2 G31X3X1 - 2 G12X1X2-r
waarin r de gtreel van de bol is. ( 32)

. )
De grootheden GTT; sz

zens ( 18 ) was

033 hebben nog de volgende betekenis. Vol-

111, L2233
G R ‘..‘,b.}ty-.} A5 w2u2 - Ly a38.3

of in verband met de de’initie o» L1z.40 van de gii
1
/lv‘///l'“‘ 8.1( /‘«’L,'/“.‘ + QZaMw e 8.3&3/43/‘30
Let men op de e=rsue der vergelijkingen ( 2 ), dah blijkt, dat de
uitdrukicing in het tweede 1id volgens de bijzondere voortplantingswet
van de meduli hew kwadrecet ven de modulus van X1 ia. Noemt men de modu-
1i van X.,, X2 en X

»—-\

seep. My, Nq en Il,, dan is:

1 3 =1 1 ’39
S AR R A S i

A1 SR ‘s :
Deze ¢ zijn dus evenredig mev de kwvadraten van de modu -

it

ven de 2} nieuwe verandexliilen.

- s 23 1 2
De _vootheder G, G3 en G 7 bepalen de hoeken van de nieuve cobr-

dineatv.allen.Z2ijn ze alle drie nul, dan is het nieuwe stelsel recht-



- 4T -

hoekig. Uit ( 2% ) tot en wat ( 29 ) volgt, dat in dit geval

G12:O

Gy === o Gyp = o= G33 = —=

ot ce L2

In dit gevel soalen de _roovsheden Gii en ten aanzien ven de nieu-
we verandarli jken _ehecl dezclide rol als de 844 81 gll ten sanzien
ven de oude. De nieuwe veranderlijlien zijn nu ook correlatievrij.

Belen,mijiter voor de ontwikle ling van de theorie is het echter,
wanneer et nieuve steleerl niet rechthoskis is ; hierop zal in de vol-
sénas pereorasi nader wordan ingesaan.

ol - RN
G Gjl _ (‘l ( \5\1{ - 1 a.s l — 1\ )

X (<§% =0 als 1l £k )
treden dris indices op. Zi; lenen 21len in het beschouwde zeval van
T tot 3 en hebben overijens cen Jelijlie taak. Dergelijke indices noemt
men selijlisoortiz, Voor =20 oz onld scurt index reserveert men een aan-
tal letters, waarult wen nany wililleur kiest.

Len index bepaalt deor de »leats, die hij inneemt, de structuur
ven cén ultdru'liings Het is duldell jk, dat b.v. de beide uitdrukkin-
sen

G 3t en G .Gt
k1

identiel: zijn, wanneer i, k zn 1 selijksoortige indices voorstellen,

4.2. 2¢ ecorreloteerde drie~ dincnsionale verdeling.

Thens zel de frecuenticverdeling van de drie nieuwe veranderlij-
ken Kf, X2 en Ag worden afzelszid uit die van X4y X, €N x3, waarbij op
le meetkundiye gedachtengang van de vorije paragraaf zal wordsn voort-
Jebouwd.

Op elk d=r drie assen Ejg Xg cn XB’ diec in het alzemeen een
scheeflioelily stelsel vorner, breng®t men eea intervelverdeling aan,
waarbl] de sroetie ver hevw interval voor -lke 28 in principe willeksu-
rig is. Men denlic zieh dit voor het _cmak van dezelfde orde van sroot-
te als lc intervallen bij de oorsoronkeli re veranderli jken X4y X5 €n
Xy Door e dezlpuvten van dz eonjcnoucn intervalverdelingen worden
vialktken gebracat evenn. idi; asn de cobrdincetvlakken ven het nieuwe
gtelsel. I ontsvact den cen indclirg, van de ruimte in scheefhoelige
parzaiielopipeda. Voor ieder deier parallelopineda wordt de frequentie
berekend, net eca jeschizdt in analogie met de handelwijze in % 3.3.,
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die daar voor dc twe:.- dimensionale verdelin, wordt toegepast. len gaat
na uit welke delen van varellelopipeda ven de oude verdeling Xqs Xp €1
x3 een perallelopipedum van de nicuwe verdsling X1, XZ’ X3 begstaat. Van
elk dezer delen vordt de inhoud herclkend. Velt nu, necr inhouden gsre-
tend, de nh21ft van esn ¥ oud " paraellelopipedum in een " nieuw ¥, dan
werdt de helft van de freguentie ven het oude parallelopipedum als bij-
drage tot de fregquintie ven het nicuwe jsbracht. Nazr verhouding dus
ven de¢ inhouden vern de delen, weorin de vlekken van de nieuwe verdeling
een parsllslopinedunm van de oude verd:ling v:erdelen, wordt de freqguen-
tie ven een oud parallelopipedum over de nieuwe parallzlonipeda, die
dazrvoor in conmerking lomen, verdecld. ( In placts van met de frequen-

o,

tiec ken men ook werken met de relatieve Traguentie ).

Op boven:toande nanier is Ce drie-— d-ieunsionale verdeling van Xi’
X2 en X3 verlire en. Zen bol uit het stelsel concentrische bollen, die
bij de verdeling Xyy Xy €N XB ée meztkundi_e ulaats was van punten net
gelijke ( relatisve ) frequentie, vervult dezelfde rol voor de nieuwe
verdeling Xj, X2 en XB' et steclsel der concentrische bollen blijft
door de overgan, naar de nieuwe verand:rlij en onaongstast. D¢ nieuwe
verdeling ie dus gexerarteriseerd doar de eigenschap, dat indien zij
gordt voorgesteld op cen coschiltt schoefhoekis assensysteem de meet-

kundige plaatsen ven punten met pgelijke freguenties of relatieve fre-

cuenties cen stelsel ven conc ntriscae pollen vormen. De vergelijking
van een dergelijlze bol met straal r op hst stelsel X?’ XZ’ XB was

( zis 4.1, verzelijking 32 )
‘ . e .2
G.!,]X}X1 + 622X2X2 - G33X3k3 + ? GZBKEAB 2 G31X3X1 + 2 G12X1X2 =r“(1)

Wanneer men echter net e willekeurigs drie- dimesnsionale verde-
ling te maken hkrijgt, wesrvan nagegean noet worden of deze tot de soort
verdelingen behoort van de zoeven eficlecide ver@eling X?’ Xg, X3, zal
men moeten weten hoec de kenuerken van zulk een verdeling zijn, wanneer
die op een rechthoekiyz cesenstclsel wordt voorgesteld. Immers ook de
te onderzoeken verdeling zal men zich in eerste aanleg op een recht-
hoekig stelsel denken.

Het is dus zeclk, de verdeling Xj, Xz, XB op een rechthoekis stel-
gel met willelteurige maate=nheden op de essen voor te stellen. Deze o-
versgang nazr het recathosliis stelscl zal in twec stappen worden uitge-
voerd; dc eerste stap zal zijn de overgang near cen rechthoekig stelsel
nmet bshoud van dz moateenheden van het scheeThoekige , bij de tweede
stap zullen de mcatecnheden worden verenderd,

In de figuren 4.2.-1 en 4.2.-2 is de uitvoering van de cerste stap
nader toggelicht. Aansezien de meeteenheden gelijk blijven, blijven de
segmenten op de assen, die in cvngere zin de codrdinaten zijn van cen
punt P, selijk., Aan de verpelijing (1 ) verandert door de overgang
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niets., 0o het niecuwe systeem seinterpreteerd, is ( 1 ) de vergelijking
ven het oppervial, dat doar de uit_evoerde iransformatie uit de bol
is ontstaan. Dit oppervlek is cen ltwadratisch oppervliak en meer Spe-
ciaal een ellipsolde, zoals uit ce zard van de transformatie voort-
vloeit. ( De ellipsoide snijdt jelijle stukken van de codrdinaatassen
af, omdat de bol dit deced en stultlen op de assen bij de trensformatis
seld gk blijven ).

J1j kunnen het bovenstaandes alc volst toelichten. In figuur 4.2.-
zijn de codrdinaten in en,sre zin %3, %é en §3 senoemd. Omdat de
maatecnasden op dc¢ assen \ G‘i warcn, is

g =X ¥ Gys

Dz ver,elijking ( 1 ) van een bol wordt in d: codrdinaten i seschre-
ven
_ 2 2 2 - -
¥ = b ¥ =
_— 5 2 +
5. ‘gg + 53 +2c08 ),y & ‘53 + 2 cos yyy &3 5y

- ve 2
+£»O°X1f'} ;1 22 =T (2)

De transformatieformules naar het rechtlioelige systeem‘ni zijn

1= By =7, &=
Dus de vergselijdng (2 ) wordt

ot ”ﬁB 4+ 2 cos X23’72 73 + & cos 531'ﬂ3401 + 2 cos 312~n1‘ﬂ2=

St
o

= r? ( 3)

deze stelt nu een ellipsoide voor, omdat nu niet meer‘KTZ etc. de hoe-
ren van ¢e assen zijn. ¢l & ;)uf ae ellinsoide gelijke stulden van de
eszen af, want als men in { 3 ?7P '73 = U gstelt, wordt

M= T
en dit zijn de stw:iken, die des ellinsoide van de 7, ~ as afsnijdt. Tot
dezelfde uitkomst reelit men voor de stuilien van de andere assen. Ge-
schireven in de ;roothecen Xi ontstaat uit ( 3 ) weer (1 ) cls men
in ( 3 ) stelt

’ﬂl = Xﬁ v Gii
Nu vozren we nieuwe nmocteenheden V Hi' in., De nieuwe codrdine ten
in engere zin ncemen we ﬂi ( zie figuur 4.2.-3 ).

Nu hebben we

i
P
et

z%‘i i ii

e hedden
’71‘X1\/G'



dus:

Uitgaende van ( 3 ) wordt nu de vergelijking in het nieuwe stelsel

» G ¢, Ve 5

G ‘
11 T2 w2 | 733 .2 22 , o
o1 Hyp 2 g 53 * 2 VH,, \ 13 °0% ¥23 Go Bytesn.=r

cen we nu weer terug naar de schrijfwijze in de grootheden Xi,
den ontstant, als we er wecx op letten, dat

G.,
1L
CO8 V. = ~—
v VG5 VG

opnicuar de vergeliijkxing (1 ). Op net stzlsalzgi stelt deze nu wel
weer ..n ellipsnide vocor, maa™ dzz: snijdt niet meer gelijke stuk-

ken var de assen af. Deze worden nl.

Vi Vi, Vi
R T B T e & (4)
B Ve,

(N

Als we dus één van de elliosoiden geconstruserd denken op het

Rt 53

systeem?;i met de willekeuriy cangenonmen meateenheden VHii kunnen we

-

de verhouding van de meateenhedzn \/Gi,i berckenen volzens ( 4 ), want

- Vi, Vi Vi
> 11/ . 22 \/ . 3
Vor s = Voo o —= = Voyy o —2

- . h B,
we hebben:

Ve behoeven dus slechts de stulkken ti’ tz en t3 op te meten ( in
em b.v. ;4 Wearna de verhoudingen der Gii bakend zijn.

Beschouwen wij thans de jebonden verdelingen van X,en vatten wij
tevens één der e¢llipsoiden in h=t oog. Deze snijdt op twee plaatsen de
gserie ce.len wvan cen derdelijke zebonden verdeling, nl. daar, waar de
frequentie het bedrag vertoont, wearvoor de ellipsoide de me:ztkundige
.plaats in kwestie voorstelt, Het valtje met de hoogste frequentie in de
‘gebonden verdeling moet midden %ussen beide cerder zenoemde wkjes lig-
gen. Denken wij vo.r elke gebonden verdeling van Xﬁdeze cellen opge-
zocht, dan kunnen we cuexuclijk sentoncn, dat deze cellen, azlthans
hun midd:lpunt, alle in e:sn plet vlek lijzen., Immers de meetkundige
plaats van de middens van evenwiidige koorden van een ellipsoide is
een plat viak, het vlalk, dat toe_cvoegd is t.o.v, in dit geval de rich-
ting van de X -as. Do vergelijking ven dit vlek in het stelealfﬁ?,‘ﬁﬁ,

3 3 is:

Gy q VGq4 VGoo | Ve, VGyq
:«gm«rc’..; +V_E§_“__, o \}?z-: 003312?«')2'? W.WCOEX,'S‘CG:O

= 11 22 11 33
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of
G G G
“ ———»‘43- o
‘FT ?")1 v"' Z;QQ \(-*-{3*3—":3 O- ( 5 )

Wij kunnen nu in de drie- dimensionale verdeling van 11, X2 en X3
zo goed mogzelijk een plat vlek brengen door de middens van de cellen
met de hoogste frequentie in de zebonden verdelingen van X1 Bekend
zijn dan de verhoudingen der co&fficiénten in ( 5 ), dus ook die van
G G12 en GT;'

Het vlak, voorgzesteld door ( 5 ), is een regressievlak. Er zijn o
nog twee endere, nl. die¢ voor X, en 13. De betekenis ven de regressie-
vlakken is, dat zij betrellielijk eenvouldiy te construeren zijn en dus

117

cen middel bieden, 2an de verdelin, de nodige grootheden te ontlenen.
De beids endere regrcsslievlalken bepalen eveneens elk twee verhoudingen
van dric coé&fficiinten; de 012, ng en G31 koazn elk twee maal voor.

Laat men r varieren =1 beschouwt men dus het stelsel bollen van
het scheefhoekige assensysteem, dan ontstaat daaruit een stelsel el-
lipsoiden, waarvan de asscen samenvallen.

Opmerking.

Het eerste 1lid van ( 1 ) is een definiet positieve kwadratische
vorm. ( Dit betekent, dat voor alle waardestellen van de veranderlij-
lken de waarde van de vorm steeds;/O is ). Deze bewering is juist,
omdat het eerste 1id van ( 1 ) gelijk is aan r2 en dus steeds posi-

tief moet zijn.

4.3. Vervolg.

De aard ven de verdeling cal can de hond van het twee- dimensiona-
le geval thans nader worden toejelicht.,

De figuren 4.3-1, 4.3.-2 en 4.3.-3 _even drie voarstellingen wvan
dezelfde twee~ dimensionale verdelin,. In overeenkomstige vakjes van de
drie figuren denke men ziclh de frequcnties ingeschrewen ;, voor drie
vakjes is dit aangegeven. In figuur 4.3.-1 is een scheefhoekig assen-
atelsel sevruikt, waarvan de hoclc van de assen en de beide mnateenheden
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zo gekozen zijn, dat punten met gelijke frequenties op cirkels liggen.
In figuur 4.3.-2 zijn dezelfde maateenheden gebruikt als in figuur
4.3.-1, doch de assen 2ijn rechthoekig. In figuwr 4.3.~3 zijn de maat-
eenheden veranderd. De overgeng van figuur 4.3.-~71 naar figuur 4.3.-3
via figuur 4.3.-2 is in ovecreenstemming met de gedachtengang, die in

de vorige naragraaf ontwikkeld ie aen de hand ven een drie- dimensiona-
le verdeling. Men vindt dus die redenering hier met figuren toegelicht.
In analozis met de ontstaanswijze van de in de vorige paragrafen be-
hendelde drie-- dimensionalc verdsling denlte men zich de verdeling X1, X2
ontstaan door transformatie der veranderlijken uit een correlatievrije
verdeling Xq9Xpe Het stelsel dezer laatste veranderlijken is in figuur
4.3.-1 aangegeven., Terwille van het gemaklkelijke inzicht denke men zich
in figuur 4.3.-1 op de rechthozkige valijes ven de verdzsling X, en X, -
als grondvlak de prismatische zuiltjes opgericht, waarvan de inhoud ge-
1lijk is aan de relatieve freguentie ven het vakje. Aangenomen is, dat

de mcateenheden op de assen X4y €0 X, Z0 gekozen zijn, dat punten met
zelijke ( relatieve ) freguensie op e:n cirkel liggen, hetgeen bete-
kent, dat de ruimtelijke figuur, besteande uit alle zuiltjes samen, een
omwentelingslichaam is, waarvan de as in O loodrecht op het vliak van

de tekenin: stast.

Beschouwen wij thans gebonden verdelingen van X1, Ben dergeli jke
verdeling wordt gevormd door de frequenties van de vakjes, liggende in
een rij,evenwijdig met de X1 - as ¢ in figuur 4.3.~1 geeft PQ schema-
tigch zo'n rij aan. De prismatische zuiltjes, die bij deze rij behoren,
vormen tezamen een platte schijf ven het omwentelingslichaam. Om derhal-
ve elle gebonden verdelingsn ven X1 te verkrijgen, moet men het omwen-
telingslicheem in prismatische zuiltjes met congruente grondvlakken ver-
delen, waarvan ¢én der verticalc begrenzingen evenwijdig aan de X,- as
loopt en deze zuiltjes groeperen volgens platte schijven, evenwijdig
acn de X1— as., Ult het feit, dat het hier een omwentelingslichaam be-
treft, volgt onmiddellijk, dat de richting, waarin de verdeling in schij-
ven geschicdt, onverschilliy is, mits de dikte van de schijven onveran-
derd blijft. Mser speciaal zal dus elke verd:zling in schijven, die men
aan kan brengen, tot ecsnzelfde resultaat voeren als die, waervan de rich-
ting van de doorsnijding evenwijdig is mct de Xy — as. Men verkrijgt
den echter de gebonden verdslingen van Xy Nu volgt uit de definitie van
de correlatievrije verdeling, dat al deze gebonden verdelingen van x4
eenzelfde modulus hebben. Dit moet dus ook het geval zijn voor de ge-
bonden verdelingen van X1°

De hoogste frequentie van de gebonden verdeling PQ 1ligt in T, het
voetpunt van de loodlijn uit O op PQ neergelaten; immers voor dit punt
van de lijn PQ heeft de cirkel van de concentrische bundel, die er door

heen gaat, de kleinste straal en met eecn kleinere straal correspondeert
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een grotere frequentie. D topp:in van alle gsebonden verdelingen van X1
liggen dus op de rechte AB, die in Q loodrecht steat op OX1. In de fi-
guren 4.3.-2 en 4.3.-3 wordt AB onvol;snd AB en I8, Uit het meectkundi-
ge verband van de figuren onderling blijiet gemakkelijk, dat IB de toe-
gevocgde richting is van de richiing 5X1, ten GPZlChtb ven een exemplear
van de bundel ellipsen. Opgemerkt wordt nog, dat de assen van een ellips
in figuur 4.3.-2 de hocken van de codrdinaatassen middendoor delen. Illen
kon dit gemakkelijk uit het weetkundige verb-nd ven de figuren afleiden.

Vergelelen met dz ongecorreleerde verdeling bestaet het afwijkende
cerakter van de nizuwe vzrdeling chierin, dat dc naximunm-frequenties van
de oebonden verdelingen von X1 selesen 2zijn op een rechte, die niet sa-
menvalt net de Xz* as. Men ziet 1bij beschouwing von de gebonden verde-
lingen von X1, dat bij stijgende X2 ook K1 de nciging heeft, sroter te
worden. llet is alsof bij toencmende X2 de gebonden verdclingen van X1
tdliens in horizontale richting nanr rechts verschuiven: de verdeling
X1, X2 vertoont een vorm ven correletic, de kenmerken X en X2 beinvloe-
den elkecr, Men kan nict zeg,en, dat bij cen grotere X2 ook een grotere
X1 moet oehoren, maar er is in dat geval bij X1 gen neiging tot stijgen
aanwezig.

De corrzlatie, dic hier optrecdt, noemt men lineaire correlatie en
wel omdat de maximum-Trequentics in de gehonden yverdelingen van X1 op
een rechte lijn sele en zijn. Een mecr ingewiklielde vorm van correlatie
zou zijn die, wearbij scénoemds mexima op cen kromme zouden liggen. De
rechte 1B wordt regressi:lijn 2cnocnd.

Over de¢ gebonden verdelingen von X2 kunnen overeenkomstige beschou-

wingen ale over die van X1 sehouden worden. Ien komt dan tot een tweede
ecressielijn UD die de toegcvoegde richting van de X,- as is ten op-
zichte van een excmplaar voen de bunael ellipsen,

In het beschouwde jevael noecmt men de corrslatie positief, omdat bij
stijging ven de ene veronderlijke de anderc nciging vertoont, evenecns
tc stijzen. De lange as ven dc ellipsen ligt nu in het eerste en het
derde kwedrant. Men spreckt van ncgaticve correlatie als de lange as
ven de ellipsen in het tweede en vierde kwadrant ligt. In dat geval zal
bij toenemen von de ene veranderlijke de andcre geneigd zijn, te dalen.
Bij positieve correlatie is de hock ven de cofrdinactassen in figuur
4.3.«1'at0mp en bij nezatieve scherp. Tussen beide gevallen staat het
geval van corrclatievri jheid, de hock van de assen X1,X2 in figuur
4.3.-1 zou den recht mocten zijn.

Als maat voor de corrclotie neemt men do cosinus van de hoek‘512
tussen de assen X1 an X2 ven figuur 4.3—1;00@%;~gamt men de correlatie-
co&fficiént. .

Volgens ( 17 ) ven é 4.1, is:

COB Y = =mmemseee— (1 )
Ve~ Vo ve
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Voor cos 5"?2 kan men ook een ultdrukling afleiden in de Gik. IHiertoe
geat umen uit van de formules ( 30 ) van %.4.1., die het verband aange-
ven tussen Gik en Gik. Dezc worden voor het jeval van twee dimensies:

11 a12 11 12 _ )
12 22 12 22
quG + G12G = 0 9126 - GQQG =1 )

Hieruit kan nen genmallkelijl de Gik oplossen. Stelt men deze waar-
den in ( 1 ) in, den vindt men

COS Yy = memmm oo (3)

A}

Aan de hanc van ( 3 ) kan .en nagaan wat er sebeurt als cos 5&2
selijk wordt aan + 1. lMen moet dan hebben:

12

(4)

Om hZeruit conclusies te treklen, moet men, evenals bij het behandelde
drie- dimensionale geval'mm1%4u1., ook hisr de verdeling van X1,X2
ontstaan denken uit esn correlatievrije verdeling van twee andere ver-
anderli ken. In analogie met ( 2 ) van%r4.1. kan men hier stellen:

Xy = ax, + 8,%, g (5 )
X2 = b1x1 + b?xg )

volgens de fornules ( 18 ) ww1%4w1. is dan:

1 _ 1 22 )
G = & 8.1&1 + 5 32a2 %
12 _ 11 a2
22 _ 11 .22
G = o b1b1 + & b2b2 )
dorden deze resultaten ingesteld in ( 4 ), dan verkrij_t men:

22 22 1 22

11
apfy ) (5 byby + 87 sby ) = (5 ayb, v g a2b2)2‘

( $11&1a1 v g
waaruit na uitwerking volgt
( 240, = a2b1)2 =0
Dit betekent, dat men moet hebben
= _ 2
- R

aq =pby , &, =pb, ( p is een gelijkvormig-
' - heidsfactor )

waarna uit ( 5 ) blijkt, dat nu ook

Voor cos =+ 1 2ijn dus de veranderli;.en X, en X, lineair af-
12 e v 1 2
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henkelijk, Was het ene grenszeval van de correlatie de correlatievrij-
heid ( cos 332 = 0 ), het endere ig blijkens bovenstaand onderzoek de
lineaire afhiankelijkheid. De _ebondenheid van X1 en X, is dan maximaals
is de ene bekend, dan volzt daaruit onomstotelijk de andere.

Men merke op, dat ook bij het bestaan van lineaire afhankelijkheid
de grootheden Gik hun betelkenis behouden. De grootheden Gik kunnen nu
echter niet uit de G berekend worden, omdat blijkens ( 4 ) beide stel-
len ( 2 ) afhankelijk worden. Vendaar dat het nodig was, bij de laatste
beschouwingen uit te gaen van ( 3 ).

Wat betreft de benaling van de grootheden Gik kan men hier weer
te werk gaan op de wijze, als besproken bij de drie- dimensionale ver-
deling. Op de assensystemen van de Ifiguren 4.3.-1, 4.3.-2 en 4.3.-3 is
de vergelijiing van één der ellipsen achtereenvolgens :

_2 - - 2
2
Brt2comy 58, + =1
2 - L s 2 - 2
Mq T 2008 Yo7 Mo ¥y =T
Grio Ve, Vo, Goo

pee——————

‘ Z‘;? + 2 ComSm cos Yy, b
Hyy Vi, Vi, ) Hop

55 =r? (7)

terwijl in de codrdineten X1 en X2 in alle drie de stelsels de verge-
1i jking
2

G“X1X1 + 2 G12X1X2 + G22X2X2 =7

luidt.
De maateenheden in de laatste figuur zijn V H11 en V H22.
Uit ( 7 ) volgt voor de stuldten, die de ellips van de assen afsnijdt in

figuur 4.3.-3: T i
t1 =+ T mmiél ; to=2+rT H22
Ve Ve
11 22
Hieruit is de verhouding van GH en G22 te vinden, Verder zijn de verge-

lijkingen van de resgressielijnen als toegevoegde richtingen van de as-
senzf,1 en ?»32 weer volzens ( 7 )

G G
11 12
=Bt = Gy = 0 (8)
5111 1122
arn
G G
12 22
GGt e = O (9)
i1 The2

Vorden dus deze lijnen in het tableau getrokken en noemen wij de hoek,
die de eerste lijn mew de 5.~ as maakﬁ:QﬂT, dan leert ( 8 ), dat

tg Py = - b 1 S (10 )

Vi Vilpo

1
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Meet men dus %@4&1 op, dan geeft ( 10 ) de mogelijkheid om G,, te vin-
den. Uit ( § ) Len men op soortielijke manier een waarde voor 612 af-
leiden. Komen beide uitliomsten voldoende vij elkaar, dan lkan men d4it
beschouwen ale een eanwijzing, dat de verdeiing normaal is.

 Ten slotte wordt in figuur 4.3 -4 een twee- dimensionale verdeling
geseven nev correlatie, waarop bovenstaande theorie kan worden toege-
past., In figuur 4.2.-5 is deze verdeling voorgesteld op een rechthoekig
tableau, met inachtneming van de juiste verhouding der maateenheden en
in figuur 4.3.~6 op eer screefhoeliip teblecu, waarbij de meetkundige
plaatsen tot cirkels jewsrden wign.,

b

4,4. Gerneralisatie %o% de r~- dimsnsionals verdeiing.

Thauns noeten de ver r~e_er resulteten uvit,zbrei’ worden tot de n- di-
mensional.e verasling., Mern zal een jedachiengang moeten volzen analoog
aan die vean %'461. Fet “gu echter nizt rodis, de afleiding vollediyg te
doen, Versschillende resuliaten iturmen onmiddellijk als gerneralisatie van
de in % 4.1, verkre_en a.tlioasven verkre_en wvorden. Thans moeten wij uit-
jaan van n één~ dimensionzle vardslinger van n srootheden x, die nu, om
een overzichtell ke notatie te krijgen, acnseduid zullen worden met een
bovenindex. Voor de inGex zullen gedrulkt worden de letters i,k,1l,m,
1fde rij rangnummers doorlo--

0
die dus lopen van ' tct n. Indicez, dic deze

. . 1, .
pen, noemen we jelijksoortig. Bij ellke x7 behoort esn rseks. De moduli
dezer reelsen zlijn: l

s o s Mg ey A
A oy %n
Ingevoerd wordan de grootheden gll, evenrediyg metv//ui‘//wiz

(£

L2 11 )
2 e at Ve

waarinl/xi een con~tante is. '

Uit de verdelingsn van de %t sordt een n- dimensionale correlatie--
viije verdelin: geconstrieerd door toerassing van de vermenigvuldigings—
rezel. Men denkt zich deze verdellrn, voory:steld op een n- dimensionzal

rechthoelris assencte’sel. De oo snreng 1.6 in het centrum ven de verde-

po—

. . . . =
ling, de m-ateenhaden c¢p 42 asscn 2iin Y &4

. Vonr deze 8i4 sgeldt:s

S ——

~ “
De V 8i4 zijn dus owgeke=rd evervediy mct de ﬂaduli//bbi. De punten met
o

gelijiie freguenties vormen ezn stelsel concentrische nypersferent

Pt 2
5.q% X ¥ B,oX 2. .mf«w.+gnnxnxn = r? (1)

Ly
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( Vergelijk @ 4.1.(1) )

Er worden nu n nieuwve sroothaden X ingevoerd, die bepaald zijn
door:

1 o1 i 2 1 .n 1 4
e 2 - e @ + L e "\' :L ".-:: s
I = 3 bid 5 ey, e; X
2 1 e .2 2 n 2 i
p-d - K -y ® ¢ @ 9 w0 = 4
3? ey X 4 e? e, X el'x
: n _1 n .2 n- n+ i
= e " i ‘: "1 ® 0 2 8 @ - 2] 2 = e . X
Xn 4 X+ € 2 4 48 n i i

Het laavste 1id in elk der bovensteande vergelijkingen is de afgekorte
searijfvijze voor het tweede 1id;, de alsprealr is, zoals bekend, dat wan-
neer bovsn 2n onder esn elijiie incex voeorliiomt over deze index gesom-
meerd most worden. Alle verseliliingen kan nen samenvatten tot:

K

PN

x* (2)

T
= -ﬁA

i
( i,k en 1 zijn selijksoortise indice
1 -»n )

doorlopen elle de rangnummers

De verp:slijiwingen ven ret 3telsel vordsn naar de x* oplosbaar on-
dersteld, c.w.z, zan_.enonen vorct, dat zij lineair onafhanielijk zijn.
Laat deze onlossing zijn

[ RS, R, IS, R R, T i
P - !J,l X - .0.12 Ln + ® ¢ 0 e © “§ f‘an A - El X
2 . i 2 2 2 . 2 A
}C = j% X ! ':" ij} .;‘ ":' @ 8 ® 0 @ 'ﬁ EC t:n = EJ? .l,:l
‘n no1 2 n-* n el
=B + T5 X7 4+ eeees I = B
X _41 X Brlz £ .un i X
of sanmengevat
k BT |
¥ = I0 X (3)

4

De vergelijkingen (2 )en ( 3 ) zijn de v*reenhomsti e (2 ) en ( 3 )

ran % 4,7, De vetrelliin,en tussen a2 e; en de 3} vindt men door de x*
uit ( 3 ) in te stellen ir ( 2 ). Het resultaat is:
) 1 i
Y= oel BY J
o (4)

( 4 ) is verlireyen door eerst in ( 2 ) in plaats van i de index 1 te
denken, hetoeen geoorloofd is, omdat men een verzadigde index steeds
nas vervangsen door s 3n andere letter uit de _roep letters, die men voor
de bepaclde incex heefd

‘J

eregazrvesrd, dus

a.)
3. -

« pih P -

f{: 1

Daarna denki men voor {( 3 )

b
1!"" - W
b =

waarna de substitutie len plaats vinden en ( 4 ) te voowrschijn kout.
Dit verwisselen van de letteras woor het asujeven van een index is dik-
wi;is nodiz en moet steeds dern geschicden wanneer het er op aan kont,
dubbelzineigheden in de sommeringen ve vermijden. lien kan er zich ge-



malkizelijk man wennen om uit ( 2 ) eh (9 ) direct ( 4 ) op te schrijven.
Zen contrdle is altijd, dat wannecr uen een stel g8lijke onder- en bo-
venindices wegdenkt, de overblijvende indices links en rechts van het g&af
1ijlkteken moeten klopnen,

In ( 4 ) swcelen de coffficiénten der Ki links en rechts ven het ge-
lijkcteken _elijk zijn. Links stact alleen XK net de coéfficiént 1 ; de
coefficiént van Xk rechts i9:

1
oF o (5)

FSY
e e s s R .
, de co@iTici¢nt ven alle anderz X7, waarvoor dus i £ k,
zijn 0. ilen heeft dus:

Deze moeh 1 zijn

¥ L1 i
| o £l = 5
waarin.§§ weer het symbool vair Ironscler voorstelt. Dit symbool was 1
coor k = ioen O voor k # i, De versclijlidnien (5 ) zijn de overeenkomsti-
ge van de stellen ( 4 ), (5 Yer (6 ) va.n%%h
~tellen in ( 3 ). Dit geeft:

1 1 3
e b L "l
£ = e

I“en ltaw. ook de X' uit ( 2 ) in

waaruit door _elijkstellin, van ¢ coéificiénten links en rechts van hetd

s2lijlktelizn vol it

.

s -
TJ{??’;=51 (6 )
welke ver_elijiingen de overecnl-oms%irse zi,n van de stellen ( 7 ), ( 8 )
en (9 ) vm1§4,?.
De verg;zlijkingen van ds nieuws cofrdinatenvlae'lzen o» het oude stel-
sel verkrij.t men door in ( 2 ) de X nul te neuen.
2ij zijn dus

De uitdrulking veor het lwadraat van de cfetand 1 van een punt x*

ocrsprons luidt in het stzalsel x* ( vergelijk (1))

tot de

2 , 1.1 2 2 nn

1 591% b GopX X 4 eeeee ¥ & XX

it

We kunnen deze uitdri:liing in ecnvoudiger notatie weergeven als we
invoeren de al_emenere synbolen g.,. en definieren g = 0 voor i £ k. e

ik Sik
tunnen dan schrijven
’ 2 ik 8
1% = g5, %7x (77
Yerken we namelijk deze dubbele =zon uit, den ontstaat
») “ e I P
& ) b de ‘ e n k
L T S P e S R Gy X X
2 1.1 1.2 1 n
of 1" =g T R D e RN PIe I S
T w22 2.n

<4 621}{ X - gé?g-u- X Toe e e 4w o8 e W gznx X +

4 @ 6 8 ¢ & @ 0 O & & G . o ev'*nh@obmaoﬁﬁtl!iﬂdnl.-+

L nxz N e = xn
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wasrin den alleen de ondergtresnte termen overblijven.

Aan de grootheden ot zullen we een analoge uitbreiding geven. Ve
voeran ook hier in gt ik et de benaling, dat deze aan de gik gebonden
Zijn Goor de vergselijkingen

l b
g = &3 (7°)
1k
Tegens g, s = 0 voor 1 £ I volgt hisruit
. 1 .
A PR — . (&4
g = T en glk =0 als i £k (77
L
L. , . (s b
Ook dit vali gemallzeliilk in t: nien. De vergelifingen ( 7° ) omvatten
ik .
n stelsels van n vargeli jhingzn ter bepaling der g . Een der stelsels
is
N 11 . in
5995 B8 Foeneees 808 = 1
) i1 e oo 2In
&;12:; - g22u ‘}’ e 8 2 ® 8 @ ‘:‘ bg}‘lé - O N
11 .2 . .In
Sqnt + Eopd toeeenee v B8 =0

Na het nul stellen der «.. met ongeclijke indices reduceren de vergelij-
=ik

kingen zich tot

. 11
5993 =1
12
u22§ = 0
-.e :%r-loew.
Enné =0
Hieruis volgt dan, dat
t) e
e g =2™=0
an
11—
- 511

Doet mer. @it ook voor de andere s=elsele uit ( 7° ), dan blijkt dus in-

derdzad de juisthei’ van ( 7° ). Het verband tussen de gik en de 851 is

dus in overecnstemming met de vroeszere definitie dezer grootheden.

Met ( 3 ) slimineren we uit ( 7% ) de xi, waardoor we de formule
voor het kwadraat van een afstand in de X~ vinden. Deze wordt:
2 _ - L
Co b= ek 1 4 “m x
Schrijft men hiervoor
2 A L
1° = Gy X0 X0 (8)
dan is duse
- i “k
Cinm = 83 B1 By (9)
Deze laataste vergelijking is de overeenkomstige van de vergelijkin-
zen ( 13 ). len heeft Gi* = G?i'

Near analogie van ( 16 ) van % 4.1. worden verder ingevoerd de



Zroothedsn e Deze zijn:
Ll ik - nn i k
G‘l“. o= {;;.1 16‘“ @ ":' 3?261 Clw '%‘ EOE I I G; @ﬂ

1 1 2 <
of
ix A ik
G = g7 ey e (10)
lien heaft nuw wesr 1
G, Si (1)

Deze Hb*trel zing meet voor n vereudsrlijken bestaan naar analogie van

{ 31 van% 4.7, Tien kKan ze cle volot bewljzen:
Ylen hac volgens (9 Y en ( 10 )
1 il ikt 1'm' i kt
r = e n —
“ix T 81p 4 fx G0 G - 1 Cmo

iy, moer. XYy 1Y, m' zijn gelijksoortige indices. Dus

ik _ 4,1 ~m 1'mt i k! -
Gik G T olm Yi k 5 1 Cm ()
Omdat
~1 i 1
is .
- ~L i 1im! 1 1'm? dm?
by B4 5 " 2811 g =g (/-5)

Ter toszlichting hierop wordt ongemerikt, det het middelste 1id een
gort is, die uit_eschreven luidt:

1 2n' 1 nm!
81 L} 5 bt SRR T Y '\'Sng

De enige 51,, die 1 is; is ,371, de enderen zijn nul. Van de som blijft

slechts &én term over, nl.
lm?
£

Door {ﬁ) zaat (o) over in
6y O - g g BB K

ik €1

Im' _ m'
&1n 8 = CS\m

v

gik' _ §ut o K - ER' K Y

D e ‘
G m “k ! k Smt

ik
Taarmee ( 11 ) bewezen is.

k
k

( 11 ) is de verkorte schrijfwijze voor n stellen van n vergelij-

kingen. Deze dienen o de Gil “¢ bvererenen, als de G ik &eceven zijn of
6,y uit de ¢l

De vergelijking van de hypersfeer ( 1 ) in de nieuwe codrdinaten

ceschreven is ( vergelijec ( 8 )):

omgelcerd ter berelzening van de

Gy X - =

e grootheden Gik runnen op de volgzende wijze in een matrix worden
aaz‘&mamm% :



gl g12 513 gin
¢21 @22 g3,
31 632 ¢33,

21

c... g ( 12 )

@ @ T @ @ & B E IO L B LB NP O TG

G?11 Gn2 GI].}I‘.‘Q'Gnn

Omc‘wﬁc_?j‘“‘i = Gki is deze watrix symmatrisch. Het stelsel der groothe-
den G = wordt een tensor senoead, de le zelf zijn de componenten
of de kentallen van de “cneor; deze tenser zel in het vervolg de
nawi.ceuri heldstensor vordsn enoend.

De arootheden Gi“ zijr evenszns de kentallen van een tensor. De-

s

ze tensor zal genoemd vorden de avdichistensor.Tuszen de kentellen van

beids tensoren bestoan de betrelliingen ( 11 ) 3 de tensoren zijn el-
kaars ilnverse.
Evenals dit bij de 3~ cdiucnsionals verdcling het zeval was, zijn
\/G.H , \/G22 , Vv Gy3 oo
de nmeatecnhaden op de nicuwe ascen var nzt stelsel X*. Verder is, als

X 107 Y1300 oo al_emesen Xih, de hoelren tussen de codrdineatassen
voorstellen:

Ve, Ve

ki

len geeft ziech hierven relenschan op analoge wijze els bij het 3
mensionale geval.,
Ondorsteld werd verder, dat de

q

oelijleinzes ( 2 ) oplosbaar wa-
ran naar de x-. In dit szval is de hoo id eterminant van het stelsel

o

sy verselijkingen (2 ) niet nul, dus

s

S .
- ° @ 'Y L v
e n
Qe @2
Nt 1 S’ ﬁl @ ® @ & 0 " n
Det. e = #0
n n n
:: C X | ¢ & & © <]
172 “n

Men kan genaltzelijl aantonsn, oat nu ook
11 a Q
't gle,. L e

GBT m2h GQn

D{‘;vt& Gl}{ - [ nvecs #O

- @

‘s gt gne . gw




Imiers uit hoofde van ( 10 ) iso

‘ ‘ ‘ 2
Vel ei \/géﬁe; N e;
\/ 1 e? \/ ¢%¢ eg UV ai )
Det.eikd - : = .ggz.....gm (Det. ei;)g
° ) (13)
- SUEN. S
\ / 5
BE C? 722 02 . C\J An eg

Is dus Det * % 0, den digw Cit ook het _eval net Det. ., Dit bete-
kent, dat s Gi“ uit de vornelijuingen ( 11 ) op te lossen zijn. Uit ( 13 ]
X 3
lecat nen ool nog ar, dat Dot G stoods positief is, hetieen zo moest

Gik

zijmn, ondat vol_oens ( & ) ket tweeds 1id van deze vergelijking een defi-
1et pesivieve vorn is,
Is D:v. g, 0, dan zijn d¢ nicwe groothoden X' niet alle alzebraisch

onaflian’teliyz, Tusscn 2 of moer Xl bestaat dan een lineaire betrekling.

4 1~
Volzens ( 13 ) is nu ook Dit. Gt = 0, waarmce de G
G:Lk

sy ndet meer wit (11 )

oplogbauar zijn. Is omgeleerd Duv. = 0, dan lan men volgens ( 13 ) be-
sluiten,datl Det, ci = 0, dag tot de aanwzzioucid ven een lineaire betrek-
¥ing tussen wnige of alle ¥*. H:t is van b:ilang, hierop iets dieper in te
gaan.

1
Laat tussen X, XZ cl X3

3%
oV
3

hetrelking bestean, b.v.

AX1+/uX2+ DXB ( 14 )

Door substitutie hierin ven de 2° voloons {( 2 ) ontstaat:

' . . N
Jke; . t/zteiuxl + Qei x- =0
Deze uitdrukking is een identiteit, dus moet de co&fficiént van elke
= nul zijn, of
I . B

A_c,i ~.:'/4‘~ui ‘.‘Qui—-o ( 15 )

Men toont senelkelijk ean, dat voor <¢lk rangnumamer k van 1 tot n nu ook
h)

aeE e e 2 o ‘ ( 16 )
is en wel als volgt. ~cel in ( 16 ) voor de G's de tweede leden van ( 10 )
in, dan moet men dus hehbén, Gat

11 1 o 22 1. X nn_1 k
e I en@; ) +
112k 22 21 nn_2_ k
+ 4 g eyey + 37058+ aeaab g 00 ) +
11 k 22 Ik nn 3 k —
+93( g 6%31 + 4 w}cz F oeeseedt 3 egen ) EO
of 1 1 2 3 ..k 2 1 2 3 ,.k
1 3 ¢ \ i ’:' i
g {131 ”rﬂﬁ,‘ hi ‘\.’ﬁ’ }&1 % ){; (%’&2 ¥ 02 4+ "302 )62 ‘*’ ® 9 8 @ B
cop e g“ (:ha;‘ﬁj»eg + ¥ ag )@g = 0
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- en dit is juist wegens ( 15 ). De vatreliving ( 14 ) induceert ( 16 ). b
Uit ( 16 ) blijkt evenecns, dat Det. ¥ = o wordt, zoals eerder reeds
was opgemerkt. Het omgelieerde eldt ook, zoals boven was opsemerkt; dus
wit ( 186 ) moet ( 14 ) volgen. Inderdasd is dit zo. len ken dat aan de
hend van bovenstaonde afleiding verifieren. Het is echter niet nodig,
dat ean ( 16 ) voor glt rergnuwaner k van 1 tot n voldasn is. Men kan
aantonen, dat zls ( 16 ) seldt voor k: 1,2,3 het bestaan van de betrek-
Fingen voor k: 4,5,....n hieruit volgt.

Als nl. can ( 16 ) voldo:so is voor k: 1,2,3 dan is:

} P
|11 g21 31
A= gte 2?32 _ o
g13 g3 ¢33

verven;t nén in deze determinant ¢lli element door het overeenkomstige 3k
1id¢ ven ( 10 ) den ontstoat ecn determinant, die men volgens een beken-
de eigenschan kan sehrijven als c¢:n som van kwadraten:

11 af RESERIE
L-! u2 (./3 b1 2\"«-4
11.22 3 2 2 11 .22 4 2 2 2
A =g 'z 3J3 EPRE eyl v & & 344 ey €5 e4 + ceeas ( 17)
3.3 .3 3.3 .3
ey ¢35 3 €7 &3 ¢

In het twecede 1lid treden alle dcterminanten van 3 rijen en 3 ko-
lomuen op, dic men ken vormen uit G¢ elementen van de matrix

ol o110 o1
1 2 ‘;.3 ‘L4— o & n 8 o n
2 2 2 2 2
61 &.42 '23 b4 ® s 9 2 @ brl
3.3 .3 .3 .3
61 bz (»3 b{; 9 e 8w o éan

doar hicrvan telkens 3 lkolo.wucn tz nemen. Aan ( 17 ) ziet men, dat A
niect anders nul kan worden, dan wannecr elk der determinan ten rechts
nul wordt,

Uit het nul zijn von de cerate determinant rechts in ( 17 ) volsgt,
dat:
1 2
161 ekt 0@% =0
o
&ﬁ1+vﬁ2&$ Jed = 0
2 2 2
1 2 3
G4 + eSS 4+ Vo7 =
A 3 TA &3 3 0

Het nul zijn van de twoede detcrminant rechts voert dan verder tot:



en 2o vervolsens, zodat men voor elke 1 heeft:

3

i

Dit is dezelfde uitdrukling als ( 15 ). Dan bestaat echter ook ( 14 ) en
is dzardoor aon ( 16 ) voldaan. Ult a= O kan dus besloten worden tot een
} ¥3. Omdat nu aan ( 16 ) voldaon was,

S
is Det. G = O, zijn de Gik onbepaald ¢n is Det. ei = 0.

L1 2 .
Aui /,&a:.&.l + ';’tz

. . NI 2
lineaivre bedrokiding tussen X7y, X° en

Licat men uit ( 12 ) sen andere symactrische determinant, b.v.:

GEQ 324 627 G28

. o4 g4 44T 488
A=

(02 (84 (BT 480

dan .gelden voor o' = 0 soorts2lijle beschowringen als voord= 0. Is
. . , . 2 e
Aa' = 0, dan mag men besluiten tot cen lineaire betrekliing tussen X,
™y
O ,
X;, X7 en X7, bov,
ol

KX~ - }{4 »-:;/u&X? + DXB = 0 ( 18 )

terwijl dan voor elke k:

KG2k + A G4k %;//4(}71{ + ¥ Gbk =0

moet zijn.

Het geat dus tclkens on een determinent, waervan de hoofddiagonasl
bestacst uit eleganten van de hoofddiazonaal van de matrix ( 12 ): dus
uit elementen le met 2 jelijlte indicces,

Hen Xan natuurlijk ock hebben, dat 2 of meer dezer determinanten on-
afhenkelijk van ellizar nul zijn. Dan bestaan er evenveel betrekkingen
tussen de Ki.

Yeetkundig betelicnt het ocstean van een betrekking tussen de X; esn
degeneratis ven het coordinatcnsystecm, vergelijk nhet geval van de twee-
dimensionale verdeliny, waarbij als

11 12

G G

™ oy o= 0

de beide assen samenvielen. Zo betcent ( 10 ), dat de 4 Hn“1's

¥-0, ¥*-=0; xT=0: ¥=0

een gemeenczchapneli jke Rn~3 baz%ﬁten. Iumafa vol&engy( 17 ) voldoen de
codrdinaten ven een punt, die X" =0, X" = 0 en X' = 0 bevredigen, ook
aan XEa,m 0. De Rﬁ»1, banaald doar XY = 0, gast dus doar de " snijruimte
vmn:X2 = Q3 Xq'm 0 en X7=m O. Deze anijruinte is een Rnw3'
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Thens zal het voorkomen van correlatievrijheid in de behandelde
n- dimensicnale verdecling acn csén onderzoelr worden onderworpen. Het al~
gemene seval is, zoals in Joofdstws I werd uitesngezet, dat correlatie-
vrijheld Len ovtreden tuss:en esu roep ven veranderlijiken ten opzichte
ven de grosy, gevormd Goor de overblijvende veronderli jleen,
LR
y Ay

Loten de veronderlijken van de enc groep zijn X X" en die

van de¢ ondera :,::»H«?’ I{‘M“"QE R {n ). Zr is nu volyens de vroe-
ger gegeven definitie corvelatisveijheid, 2ls voor el stel waarden,
diz men aan de kenmerken van de tvecde groep Zan toslennen, de daarbi]
behorcade “chonden verd:ling, Levorud door deé .onmerkon ven de eerste
croep, onel ankelijk is ven het _cliozen stel wearden veon de kenmerken
van de twecds groep; of ells jsbonden verdelingen, die men op bovenbe-
schrovan wig e kan vormen, zijn idontick.
Tt ‘
¢, x ¥ = r° ( 19)

cen excmplaar zijn van d¢ bynercllipsoiden, die de mectlkundige pleatsen
zijn vaa ounten met gelijie ( reloticve ) frecuentie. Het asscnstelsel

is rechthoclig net gel:.j;:c meatecnteden op d@ asssn ondersteld. De oor-
sprong 1i_t in hat jeuwscuasclioprslijlie middelpunt van de hyperellipsoi-

. A T I+ ' .
den., Acn de veranderlighon X * ;o s se e 3 worden in opvolging
- A 1
de constantc waarden a” 1, a "), cere. AF sJeseven,
De wvergeli jkingen .
O -1
X = a 1
) . .n J (20)

bepalen zls doarsnijding uct ( 19 ) cen hypercllipsoide van Adimensies
Hg -

Van deze H gy zullcn d¢ codrdinaten von nhet middelpunt worden bere-
¥end. Zlininatie d-r x* 1 X* met behulp van ( 20 ) uit ( 19 ) geeft
de verselijling vaen de " »rojectic ¥ ven Hyx op de e« ~dimensionale colr-
dinctenruimte Km! bepaald door de Xj«, XZ«A vevs. cn X% —nssen. Deze pro-
jectle is evencens ¢-n hyperellipsoide van &K dimensies, die we Hi zul-
l:n noencn, Stcl dc cofrdinaten vl et midaelpunt van Hl

1 2 ot
C B e ceeye 3 Oy vives , O

dan zijn dic ven hot middolpunt ven Heg @

1 < L S n
, - ’.Q!!Q«n"\d , et , ® ¢ @& @ ,a

. o . .
o o ceess 5 © 2zullen Leroiend worden., In de K o versehuiven
we de oorsoHrong van het aszengrvstooem nacxy het mddelpunt ven H'y . De

transformatieforaules zijn

sz



4
Y2 = g - ¢
T AL

woorin 1 ,.,.g‘lY daé nieuwe cofrdincten voorstellen. In dcze codrdina-
ten gzeschreven wvordt de verzeiijiting van H'

Gyq (xls ety (vs n1) + 2 Gy (T c'})(Y2 + 02) ¥ yesen
o
coene  Gux (Y * (Yd+ )+ 2 ¢ , (Y1 + C ) L
1,0 1
LOQ T, 1y &2 . o1t
'T'a(}..‘ ,Qﬂ+. Q{Y + ¢ / &y A A A GU\""T, M _\@C- a - o6 0 8 @
oﬂn e w0 C}nn&rlan = I"2 ( 21 )
1 &

Zullen e veeso C nu de codrdinoten van ot gezochte middelpunt
zijn, don mobtnn ae cerstegreads termon uit ( 21 ) verdwijnen, d.w.z.
L]

htd

e e 1 xR .
de coffficiinten van Y ', ¥, ..., ¥ moeten 0 zijn. Dus moet:

1 . 2 e ot n ;
G’,! TC + (1'12 “ 9 ® 6 8 @ e G'.?()“C " G1 m+1 3 o 8 o & 8 '! G’.‘na - O
1 2 \ & ok-- 1 n 5 .
\ - ~ T C ¥ a y 20880 b =
G"ZC Y GZZC ¥ @ b8 n e L z‘ﬂk g G2 ,ﬁ:? i ng& O
§( 22
¢,.cl s 6,0 - b Gy G 2%y + G qn—og
-‘“ o 2“ ¥ % ® 8 2@ i AR b &,ﬂ‘!"? s ® @ 6 ® © “nk s ) N
Dsze o vergelijkingen booalen de 01, cee.. 0%

De gebonden verdelinger van de cerste groen X‘ fscae XGK der veran-
derliiken moesten, wilde er corre gflxvrljﬁuid zijn, onafhankelijk zijn
ven de speciale weaarden, tos;cliend con de kenmerken van de andere groep.
In het bijzonder zullen dus de¢ codrdineten von het middelpunt van elke
gabonden verdsling onefhanlelijll van de aa*T, vee.. aF mocten zijn., Vol-
gens ( 22 ) ken dit clechts den het geval zijn, wanneer alle co&fficién-
ten van de dm+1, vese. o nul zijn. Derhalve zijn al die Gl“ = 0, waervan
de ene indcx vehoort bij de enc, de ~ndere bij de andere groep van veran-
derlijiken.

Uit dc afleiding bli it jowmalkiszlijls, dat ook het omgekeerde geldt.
Ef bestaat dus correlatievrijieid tusscn twee sroepen van veranderli jken,
indien con de gocven jenoszale cigenschaepen van de Gik is voldaan.

Zijn er b.v. vijf verenderlijlien, dan komt, als de ecrste groep uit
twee, de andsre uit drie veronderlijken bestaat, bij corrslatievrijheid
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dezer greepen Ge matrix der Gi? er aldus uit te zZien:
i

3L
e ) . .
Veor do bercloning Jdov ¢* 008 worden zehruils gensakt van de ver-
cell jkingen:
~ 51 -1
T r = ) 2
i » (23)

In het voorbesk. ven de vijf veranderlijlen krijgt men voor het stel
[
L AP

-~
[

verzelijikingen ter berekering van

(N a1d _
G‘l‘l ur s G12 T - 1

11 12 B
GT? G - G22 G =

i
o O O O

(S}
W
It

Hicruit volgt, dat

stel

op analoge wijze vindt nen uit het twecde
~ ~ 4 e
Gd} = G£4 = C"g) =0

Men ziet acn dit voorteeld, dat algemecn voor de Gik hetzelfde geldt
als voor de Gik’ dot nl. al dic le nul zijn, woarvan de eerste index be-
hoort tot de enc gro.p c¢n de ander: tot de ondere groep ven veranderlij-
ken., )

Obk het onmgekeerde is weur: uit et nul zijn der le voor indices
i1 en k ven verschillendec grocpen, volgt het nul zijn van de overcenkom-
stige Gik‘ Men kon di. . cmokkelijlk verificren.

De vergelijlkinzen ( 23 ) vallen, 2oals het voorbeeld lact zien, bij
correloticwi jheid uiteen in tweo srocwen. In het geval der vijf verander-

lijken bestaat de ecrate Sroep uit d: beide stellen
11 12 - al2 22 _
G.!.! G‘ “+ (}12 G = 1 ' UT“G “* 612 G’ = 0
12 cn 22

19 A2 12 _

12 22

én de twesde uit de drie stellen:



‘ q33 ¢33 | Gy 4 v 05 637 = 1 Gy, CELIN G34'G44 + Gy 6" = 0o
By 620 4 G G w6 6P 20 Gy, 0% e, oM gt o
6,5 037 4 By 63 b oag 6 =0 ey 63w 6 e o 6 =0

Gy 657 - G340G45 s Gy ¢ = 0
Gy &30 - Gyy ¢ + G, &?° = 0
Gys 830+ G, ¢*> i Gy ¢ = 1

Beide groepen van verandsrlijlen stoen dus wat betreft de samenhang van

oy
de Gi“ en de O voliomen los ven ellaar. Het verband tussen de Gik en

oL . - . :
ds G is in :lke groep 5¢lijk aen det, hetwellt in het algemeen bestoat,
nl.

G GFF 8L (2, ;101 of 2)
‘ SR I AR it
Gougen G2 =64, (3%, k", 1" 3, 4 of 5)

Heeft men in het bijzonder, dat alle kcnuerken over en weer corre-—

latievrij zijn, den zijn colle Gik = 0, weervoa 1 en k ongelijk zijn,

terwijl

G11 = “““l”"“ ng = — enz.
G G
of algemeen 11 ; 22
Gii _
Gi4

4.5, De voortvnlantingswet der modull, algemene vornm,

Volsens de stelling 3.3.-1.was, als de verdelingen voor Kys Xpseooano
X, normacl en correlaticvri) zijn en de modul%//Aﬁ,J/» peseee piy bezit-~
ten, voor

Z =Dy Ky b Dy Xp toeeses DX (1)
de veérdeling evencens normalaal en

,/“2 = P§¢/L§ - pg/ng T eeaes * pivkbi (2)
waarinv/kbz de modulus ven z is.

Vergelijkxing ( 2 ) werd de bijzondere voortplantingswet der moduli
gcnoemd., Deze stelling noet thans worden uitgebreid tot het geval, waar-
in de grootheden, die¢ in het rechterlid van ( 1 ) optreden, gecorrela—
tcerd zijn. Zij '

U= a, L 2, X2 4 e P oa, X ( 3)
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Gebruik wordt gemcekt ven de ;jedechtengang van de vorige paragraaf,
wonrbij de X@ ondersteld werden lineairc functies te zijn ven de %,
Deze xt waren correlaticvrij, hun woduli waren:

L § AR | e 8 u u @ 9
o 1 ] Mg ) /"‘{} y M’/"A‘ n

. . . . I R
Verder waren de groothclon o wedefiniecrd door

, ii
R T P P ., .
- ,’," [ H//{"‘ l b l ( 4' )
De lincaire szueriong tussen de X5 on de x was, zie ( 2 ) van de vori-
£¢ perasraai: !
ok i Xk
G ey x

Door substitutic ven dcze vitdrulivingen voor X in ( 3 ) ontsteat

1 i 2k n _k
= a., ¢, X Ly @ 3 ceees - O 6 X = 2. e
U 1 %k 2 °n ‘n Tk “i "k

(6 )

more:rds stelling 3.3.--1 werden toz_ cpast. Hicruit volgt, dat de wverde- -
ling ven U ook normenl is on dat vroox de moduluﬁ/ﬂ»u

. 4 ¢ . - . Lo l
Omdat U nu uit edrukt is in d- corrclaticvrije x—, kan de zoeven geme-—

2 , i L Lk ' ‘ , ot k
»/’I'LU = ( ai “1 }( S \;1 Q)/,L1/41 e ( D.. n ( D.l, e M
of in verband met ( 4 ) .

2 i n k 2
e Aoy ‘ ‘ -
MU T {( 81 9 N By R %1 ©n ) ( n )
[
Dz tussen ronde healljes _esclhreven soman kan men uiticschreven denken
en de veirmuenigvuldigin e uit_sveerd., Men krijgt dan’

2 §( S R b R B - A
\‘ ‘v.,} ~.1 U v \_,2 K,g ) ¥ o 5 s \»n (‘.,Il O

1 2 22 1 2 nn n n 11
} Nf & w6 o e & fl v @ & o +
T ey Ep 8 ey ep 5 ) bl g ( €198 F
n n 22 n n  nn, )
S s a o\
€y eyt nonow 4 Py o C (7))

Volsens ( 10 ) van de wvoric vorc rrnaf wos

r T ]

ik P R G4 22 i k . o.an ik
G £ (u,} b ,‘i "4 s Uz \.a2 o e e B & @ - @ ‘Cn Gn
weardoor dus ( 7 ) v rde
p
2 I 12 nn 2
=4 r n o 2 ;‘: o - - & o LY W s
w/%uU gG 1T - "1 B G n ,/“
[
of "

& My = 6T ny M (8)

Alvorens op dit rceultoe. nader in to goan, zal het bovenstoande -
§

iete unt_jcbreid worden., 2ij
¥, ?'i
V=0 X (9)

gen twesde linenire funectie der XL en loat ten slotte



=1
it
L]
[}
.4:‘«
e
<t
i
P~
Lol
:‘Q
ada
o
o
P4
g
b

Volgens ( & ) is

A

=
i

".J,

o

i
]
e

2

}:';
b
©

) e )
& P R i
ad = . , “ 11
Sy = Y1 lk/ ( )
is
“ ) "
O 2 ) ﬂl-.; 2
L ney 2 . o= UD) ee 4 2 D0 O , u oo AL 12
MY pU e qu T Ay s Du 4 Py ety ( )
Beschouwen wij thouis csrst (8 ). Dozo formule 3oaoft @//L uﬂtge—
ﬁvi}: )

drukt in de &7, d3 kcatocllen ven dr nnuwisurisgheidstensor der X Het
is dus blijizens dib rzsultoct nics nodig, d: scaenbony ven de X' met de
i _— ,

X~ te kennen. Uit ( 3 ) kan = _clrceht

{6 ) werden opgeschreven.
AT e o _ 1 - Ve TE - o v g e . I S
411l men met grootngdan cle U ea Voonefhonkeliju van de X~ opereren,
dan blijkt uit ( 12 ), 3ot het nodig is, ook noy te kennen de grootheid
gle . <

telt nen A
Ay = 8T ey byt (13)

d-(ubl’}. i w.A.“d- t! ( lt.. / -y L)
y, ‘Cv - YTy [ 3 e . s qq ¢ " ( 14 )
Y & "'v,} K l ) g v v ‘ - V

. - - R : i
wgn kan ook bij J, V. on W grootheden invoereén, ancloog aan de G k.

23 - > 1

[ [
ey = H S ey = n

don is volgens (14 )

vip -

by

22 2 2 _ %ﬁﬁ0°2

-
‘\ r
N
N
b
-
<t Mo
i
—
]

g -y - - P
AN o | 1 . -r-\-‘l < 2 22
= o7 H' w2 pg q° &

i

[ 5]

( 15)

en is volgens ( ¢ ), ( 11

N
—
s
Lot
~——
es

e 4 1
T L T}

L
Lot
i
<2
P
=
o’
T
ey
o
Nt

¢ -

De vergelijiking ( O ) is d¢ witdrudd.ing voor de algemene voortplan-
tingswet der moduli. Al cmecn, omdetl deze ons het middel gacft, de modu--
lug tc vinden van cen grootheid, dic ecn linceire functie is ven groot-
hedun, dic onderling noruo-l o¢f lintedir gecorrcle:rd zijn., Nocst (8 )
is ( 13 ) ven belong. Deze vergelijliing, secft con hoe van twee groothe-
den, dic lineair: fwctics van doselfde verconderlijken zijn, het corre-
latizbedrag berekend mosw wordsn. Tér wille van de duidelijkheid wordt
de colfficiint wvn jj,g in ( 13 ) ior vit zschroven:



G = r.b
25 B &
Met dezclfde rescrves,

12 ' 13 .
D
W ee e 1 ‘—3 -
P67 a, by + G 52b3 ; a3b2) oo

dic

dere Voortpl;utinggwmt Doaorelion
¢ic c¢en niet - lincadre

31l

modulus berolancs

derli jlien, de vord

gld.

vanrover
Ioat

! T
et

ontwil

U=P (X'

T e e n
LICIVOoOI Mol

.. . 2 n
zijn en I ; Xy e Y‘ eon
1ling van T, en II, de
Stel vorder:

U = UO + oAU
dan is
&U 1 A.{\ -
DX
woorin de wroard en ven

hct wonrdestcel Xo Do recis
W ,&. u.\,.d
leat,bij ecn

iz

L

K dar)

is. n d-n de clgencnc

de portic
sont:
terncn, hetgecen, indien
contel functice
voortrlonting

Tonetie

k

slivrg

@ ® & @ o« & o [ I

vreoser biy de ofleiding von de bijzon-

warden, men ock van een grootheid,

llnn
Vo gocorrolotesrde

0

groothuden is, de
coTunetic In not gzbied von dz verane
zich

eCIl

vy~

vitetrckt, in roeks worden

J

-~
i

9 ¥

,1'.|anv|;n.:

ctel wearden uit et Jevied van de varde-
> gheorends o van U,
i L1 L
A =X+ A2
0
ce e L AT hozere groads tormen,

1o

e

=~ e

~Tereleiden genomen meoeten worden voor

riklzeling wordt of _cbroken ro de cersie-
het bercik der vorandeorliiken dit toe-
cua o din de practijk tosleoatbare benondering

swet touwnossen.

Omdet AU en U d 217¢Ce aodulus hobben on ook a X en X is het
resultont voloene (O ) .
- ' N -
/xfj = (& ety 2 2 12 e
. Gy e aX }
Formule ( 13 ) ken zen curlose gaencrolisctic ondorgoon.

Opmerking. De in doze pera reni beschowrie grootheid W wes acn
funetic van U cﬁ,V ; dezo op hun beuvt wercn Tunctics van de X' en de-
zo weer van de xt. We_tne de vrooger bosprolien cigenschap ven nct ziech
reproduccren von de noroanls vordolins bij lincoir: functics ( en in vele
sevallsn ook bij nict.. linscnire j, vruede budosla wordt, dot cen groot—

dic

wveor cen

cen linerire
normole

@ i Yot

heid,
zelfl
den weer normnsel verdeeld.

Bij elke

verde

e
8T

volgende

bereskenen volgens de olgemence voort.ion

r}"""
[

BoLon mon

Tunctic is vrn inig normanl verdeelde grootheden,

bezlit, zijn colle hicr genoemde groothe-

-~ e
e ©

ven de niecuwe veranderlijlzen moduli

ingswet, Gie in bijuonderc gevels

4
b



Tl 1. bij coveelatiovrnjncid voro 2o veronderli jku 0.Y

len , nl, bij co i j ¢ ! derlijkin, ontoordt in de
bijzondire., Het voorsclhwrilt is cchicr voor 21l%c volgende stop volkomen
identizk met dat voor de vorigl.

Men kon werlizen met de meduls. of wel met de le

en analoge groothe-
den, dic cvenredir, zijn met co wodu’’, Ir het leavste gevel moet men
bij de tocposeingen er voor wakea, geen fouten te maken, door tijdens
dz berckeningen ongzcierit over ¢ goen in cen ander verhoudingssysteen.
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HOOFDSTUE V,

De methode der kleinste vierkanten.

5¢.1. Het vereffenen.

Een belan;rijlt middel voor het beschrijven en bestuderen van een
natuurverschijnsel is het mathematische model. De Euclidische meetkun-—
de b.v. is een model on de eijsnschaypen van de ruimte te beschrijven,
de kinetischs gastheorie een model voor het _edrag van sassen, de for-
mules, waarnaar de petijtafels wordsn berekend, een model voor het ge-
drag van de getijden, enz. Het model is sen mathematische abstractie ;
de aan de natuur ontleende . rcotheden worden met grootheden uit het
model (eidentificeerd, waarna de netuurverschijnselen toegankelijk zijn
sewordsn voor Ge toeassin: van het viskundige forualisme. Het model
is uit de aard der zaak niamner volmaakt ; nmen kaon een goed of een beter
nodel hebben, dit hangt af van de hoeveelieid en de kizaliteit van de
informatie, waarover besclilrt laun worden en van de meer of mindere ge-—
nialiteit van de scheppende Jenker, die het seconstrueerd heeft. Het
blijft echiter altijd een instrwaent van het menselijke denken en staat
als zodani; naast de raecliteit.

Wanneer men waarne.ingen Joet, besint men veelal een model aan
te nemen. De landueter hedient ziech voor het behendelen van zijn opme-
tingen van het model der Euclidische planimetrie. De astronoom, die de
‘baan van een komeet uit zijn waarneuingen wil berekenen, gebruikt het
model van de klassielte mecheanica. Ale de landmeter de hoeken van een
zeer grote drie hoek in let terrein meet, zal hij opmerken, dat een
planimetrisch model niet meer voldoende is, omdzt de som van de hoeken
croter dan 180° is. De astronoom, die waarncemt, dat een dicht langs
de zon vallende lichtbundel van zen ster van zijn richting wordt afge-
bogen, zal zijn model van de “lassielte mecllanica moeten herzien.

Men ziet, dat er steeds cen risselweri:ing is tussen het inpassen
van waarnemingen in een model en het wijzigen ven het model. Bij dit
laatste moet men volstrelrt niet denken aan wereldschokkende revoluties
als de relativiteitstheorie. 0o in de eenvoudige dagzeli jkse practijk
van het waarnemen hecft men hiermee te malen. Voor het er op betrekken
van een waarneaingsproces zal nen nl. altijd het eenvoudigste model
kiezen. S%el iemand bepeclt loor lengtimeting een afstand in het ter—
rein. Als hij zijn meting  rof doet, b.v. in ncters, dan behoeft hij
zich over de invloed van de temperatuur op de lengte van de meetband
niet onjerust te maken. Zou hij daavrentegen met uiterste zorg, bH.v. in
mm, werlken, dan komt wel degeli:il de temperatuursinvloed in het seding.
Hij gebruikt dan echter een andsr nodel dan de eerste lreer.

Van belan; is het, een metin, steeds zo in te klz den, dat een con-
tréle van Let model mo_elijlk is, Dit geschiz dt doa het meten van 2B



overtollige waarnemingen. Over &ol?ab ig een waarneming, a's men deze
onder gébraxh&a?vné ven het model ult e endere waarncuingen zou kun-—

nen bherekenen, Ien ovartoll._e wacrneaing verschaft dus ongekeerd het
middel, de Juistheid wveon liel gzekooen meodel e controleren.

Ben ander prineil s e ro 2y voor Ley verrichien van overtollige
waarnemingen, io aat weo cen natere warpaseingsmoseli jkheid van het
mocel zan de werkeld Il d Irzijst, Uit d2 veorargaande hoofdstukken
weten we, dat waarremniigculitliomsten aar fluctvaniss onderhevig zijn.
Het is duidelijk, det, alz . meer wac ,eningen zijn dan strikt nood-
zakeliljk is en men _<hruilct 21 die wazimeninger vow net bepalen van
de einduitkoasten., de ou.ike hzern, 6Le met het aanvagoen van het mo-
del verbonden zijn, enizermcts wordan fn:cperkt,v

Een derde wredzn veor et dos:m ven oy cllige wenrnemingen is,
dat nen dacrmee een dikviLils Jevanete symmﬁtxie Zar verkriigen. Als
men de rorm van €cn riicosT w i levaler. wal omen ai2t Uiee, dech alle
drie hocksn meten, alo it rozelidic 2. oon caarnse de gell kwaardig-
neid van ¢lk der hosken te voricdioen, Al er eanige geliilsoortige
grootheden moes waarncmen, ol wen dit dosn wcamaal in de volgorde
1,2,3,4 en een tweede maat in Je velgorie 4,3,2,%. Kleine invloeden,
die men niet altijd kan atier ¢n diec min of mear asvearedig zijn met
de tijd, kunnen can uit de einuvesnliaten geélirvdneerd worden.

et is due zo, dot bily z2en gocd cmgentild vaaruomirgsprozramnma

\

overtollige wuwwtamJPQEv worden varirejela. Leze zullen in het algemeen,

h

als ze werden ingesteld in unthematische bhetrekiiingen wver het model,
kleine slurtfoutcn oplevnfeﬁ. 2791 Geme cluatlouten van die aard, dat
ze uit de onvermiide’ijle cnzelerneder vwn de metingsultkomsten kun-

nen wordsn verklaard, 4nn zal men de woslnlelngen corrigersn en daar-

-

mee de sluitioviern dosin v::@wi;nen, et efleicden van hel voorschrifit,

(‘!
ot
T‘
[s5]

waarnaar ceZe Corresule moet on n, Vorav het onderwerp van dit
hoofdstuk. Zijn Jde sluxstioutern o grwotz dan ueet cerst hetv nodel ver-
anderd worden, voo. neu ToOT LeT corvigaren van de wearnsmingen kan
overgaal.

Fet corrigeren veu ae waoramingen neocms nen verelTenan .
Opmerking.

llethoden voor Jde b:eovdsring vern de siuisfounter, de contrdle op
het model dus, wellle besuceriny geparld tohwort te gasn met die van
de bedragen ven de een e prapgon courecceiss, veriou esn afzonderlijk
te vehandelen onderwsr.. ey Ll:h grotendecls op het tervein ven de

gtatistick,

5.2. De_gegeveng voor het vererleningsvraagstuk,

e zullen eerst onderctellern, det de vetrekkingen tussen de waar
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genomen zrootheden F?' Poy snees Eﬁ linemir 2zijn. Laten ws aannemen,
dat er drie zijn: ]

Py o+ Py 4 u393 Foeeese + WP = Uy
™ o e ™ 4 - 3
vqi.l..‘ ¥ v2¢2 + V‘EJ‘B + esece VnPn VO ( 1 7
D S & e & o D 2 J = ¥ g
‘VV1~ 1 ' ‘VQPE 3 ‘1‘13]?3 g ¢ ¢ o e & -« anPn {O

De vergelijkingen worden lineair onafhankeli jik ondersteld.

De uitlomsten van de waarnemingen zullsn worien voar esteld doar
Pqs Pos pB, seese 3Dy zodat Py de waaornening is voonr de grootheid P1
enz. De Py zullen, indien in ( 1 ) _esubssitueerd, in het algemeen aar
deze betrekkingen niet voldoen. Zij moeten daarom gecorrigeerd worden.
Noem de corracties Ei . de secovri zeerde wacrneniingen wordern dan
Dy + 21, Dy * Eg, ceeee Do oF gn. Deuze waarden voor de T in ( 1 ) in
Ge plaats jesteld mceten aan die vergelijkingen voldoen. lMen verkrijgt
den

X . . -

o

i
-
j
H
o
——
o
-
I~
(A}
I
r
2
L]
i
=
]
&
i
ot

ViEq + Vo€, ¢ V3£3 toaee + v E =V - VD, - VD, eemT D = b {(02)
WiEy v Wk + w3£3 Foeee # WL = W W Dy - WoDp eea-WoPo= b

Oudat n:>3 ( voor n = 3 zou er geen vereffenin_svraazstak zijn, daar
de Ei dan bepaald waren ) bepalen de verzelijkinzen ( 2 ) de ii nog
niet. De af te leiden regel zal nu in het onthrekende moetsn voarzien.
Voor hiertoe kan worden overge saan moe’en earst de wearneningen
nog aan een nadere beschouwiny onderworpen worden. iliet alle waarnemin-
gen Dbehoeven, wat hun betrcouwbacrheid of hun waardering aangeat, gelijk-
waardig te zijn. Zo zal bij he’ len temeten m:eb een meetband de uit-
komst van het mete.. van e:zn korte afstand hoger aansgeslagen moeten
wordea dan die van een lange. Ool ken ha2t rowl.omen, dal in eer veref-
fening waarnemingen opgenonen moeten worden, die mcet verschi_lende in-
strumenten zijn gemeten. Detreft et dan ingtrumentan, wasivan net ene
beter is dan het an’ere, don ontstesns hierdoos ock ongelijiwaardigheid
in het waarnemingsmateriaal. Ten slotte komtv het veel voor, da* groot-
heden ven verschillende soort ( dinensie ), zoals ».v., hoelieal en eng-—-
ten, in een probleem ontreden, aet een evencens een verstoring is van
de homogeniteit ven het meteriaal. ‘et zal dus nodiz zijn, de eigen--
aardisheden van de weernemingen in de beschouwingen te betrellen. Te
zouden nu kunnen denlken aan de theorie over de waarnamingsreeksen, zo-
als deze in de vori,e hoofdstuliten is ontwililk¢ld, omdat e daar de mo-
dulus en de correlatie ale middalen nedben leren kennen ou waarnemings—
reeksen en hun onderlin. _edrag te beschrijven. Bij de vereffening he b-
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ben we echter te malke:n met enliele waarnemingen en niet me* reeksen en
nen mey natuvurlijl niezt.zonder nmeer een eigenschap van een reeks op een
enkele wserneming overdraien. wareer men er evenwel over doordenkt, wat
@en cnder 'de betrouwbaarheid ven e3n enele wearineaing zou willen ver-
gtaan, dan wordt het ali enosdiz duidelijk, dat men zonder herhalingen
van die waerneaing toeli nooit tot enig inzicht hierin xen jeraken., 7
neer men over eén waarneming veschilit, Jedaan met een instrument, dat
men voor et eerst in nanden hzeft. dan is het ten enen male uitgeslo~
ten, ock m2ai snig idee aver de waarde van deze ovsarvatie te kunnen
aeboen, lien kan anwer slechts dan een cordeel uitesvrelen, wanneer nen
zelf ervaring he:ft opyedaan net het wmeten met het instrunent in kwes-
tie of de heschiltting heelt over 7= ¢rvaring ven enderen. e’ kont er
dan =2lter op uesr, dat wij onze ene wasrneming heschousen als één van
2en catejorie van geli kwaardige exewdiaren. len mcat ¢ dan coch toe
llomen, z.k2 wasrnening, iz in een verefTeningsvraa stul: optreedt, op

te vatien als ezn exemlaar van een wolrnenin_ sresks.

1

Omndat het nodig is, cok met Je correlavie van waarnsningzen relie-—

(I

ning te houden, is het boverctaande nog nist voldoende ervoor moeten
wij, als bij een vereffeningrangstak v woarnamingen Gptreden, dit

- ,e N . 4 . .
stel opvatten als een exewplaar van 2en n- dimenegionale verdeling, die
wii op grond van onze vesrzaande porchouningen normaal Xunnen eannenen.

. , - ik
Je coXacioren, de roothzden, die vroezer agn eduid zijn als g, van

ceze n- ulwensionale verdeling.worden dan op het enkele gtel waarnemin-
sen overgedrasen. Janneec dvs b.v. spral.e is van {wee wz2arneningen, die
secorrelserd zijn, worat daarmec bedoeld, dat de 2 - dimencionale ver-
deling, die uit een groot aanwal vain deze varen zou kunnen wvordsn ge-
construeez&, gen verdeling is a-t correletie.

“aar aldus de vereffoning celtoppeld is aan de nanale verdeling,
is het fuidelijk, det alieen vearre:ingen, waartilj zulge vercelingen
hehorern, vulgcns h-5 te ontwilkelsn voorschrift zullen unnen worden
vere{Tend., Van te vorez zal a2 dug dcor Aperlmﬁnten het karekter van
e waarnemingen aan een cnderzoelr noeten ondarwsrpen owm vast te stellen
of inderdaad normale verdelingen ontreden en zo ja, welle bedra,2n voor
de glk moeter vorier genomen,

Docr ket zeer grote aantal exenmpleren, wasrover uen noet beschik-
en voor het atatistiec-h cnd:ruoell van een me2er- dimencsionzale verdeling,
iz hev cea pelulr, dat meesta’ d- waarrcaingen als correlatievrij mogen
woruen saagenoden, Omict, Towuls late rel bliijiren, heét slechtls nodig ;
i3, de 2o0lactoren gfk en nuiel de meduld en correleticbheirazen self e
verren, bliift el dan over, ¢z verhoudlag van de mo&u;i, dus van de g K
met Uwree s3lidle indicese vaet t: stellen, In veel gevallen kan men hier
door overley toe g2rager, Jann2er men b.v. wet een zelfde instrument on-

der nieu te sterk ulfeerloponde omsiandighecen een aantel hoelen neet,
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den mag men asnnemen, dat de moduli dezer waarneningen onderling gelijk
zijn. 7eliswaer zou men Lunnen ovmerksn, dat toch dezelfde persoon de
waerneaingen verricht en ook hetzelfde instrument wordt gebruikt en £
hisrdoor stellig sen zeliere mate van afhankelijkheid van de waarnem;n*
sen mag worden vervacht, men is echter niet gewoon om in zZo'n geval cor<
relatie ean te nemen. Blijlkbaer wordt deze, indien aanwezig, te gering |
seacht. Trouwens correlatie tussen waarnemingen zal altijd wel aanwezlg
zijn, want seen twee jeheurtenissen zullen zich op deze wereld volmaakt
onafhankelijk van sllaar voltrelilen. Ien der;eli;ke overwsging is ech-
ter voor de practijk van de woarneaingsreliening van geen betekenis. Als
b.v. Tij eenzelfde vereifrening ien_ten en hoelken optreden, zel het al-
tija wel een vellige aenname 23jn owm tussen de hoekneting enerzijds en
de len temetin, anderszijds correlatievrijheid aan te nemen.

0ok Xkan nmen sons langs algoraische wes onder toepassing van de
voortplartingswet van de modull %ot verhouding der moduli van de waar-
nemingen geraken. Dit doet wich L.v. voor bij het waterpessen. Het hoog-
teversciail tussen twee oHunten in et terrein veriirijygt men door het ma-
Zen van €3 aantal slasen. Jer slag wordt op een voor- en achterbask
afgelezen net de Iidjker van het waterpasinztrument, waaruit het hoogte-
vergelil van de standplaatsen wven da balien wordt _evonden door de afle-~
zingen 2f te treliren. D¢ al_ ebra.sciae som van de hoogteverschillen per
glag geeft Let hoo_teversciil wvan bezin- en eindpunt van de gehele treks
lien heef% dus: .

by by -&113 i ees v h =H ( 3)

waarin hf, hZ’ eve 5 . Ge hoopteverschillen per slag en H het totale

1l
verschil is. Als de elasen on_eveer even lang zijn, mag men de hi als

selijkwaardige waarnemingen beschouwen en azn elk dus een gelijke modu-~
1%§/utoekenuen. Voor de nodulug//cg ven H vindt men dan door toepassing

van de voortnlantin_swet

i =B
Bij twee waterp ssinzen mel ecn aantal slagen van n, enn, verhouden
zich dernhalve de mwadraten der moduli als deze aantallen, of, als de
slagen nagenoeg sven lany zijn, als dz afstanden, waarover de waterpas-
gingen zijn uit evoerd. llen belio2ft nu nog slechts te weten of het ver~
gehil van de aflezingen op voor-- cn achterbaal: asn de eisen van de nor-
male verdeling voldoet. Als zchier dit izt geval is voor een dlezing
op £én bask, 3

@

dit nol zo met hev verschil ven twee zulke aflezingen.
Er blijft dus slechte cver eer onderzoek in te stellen naar het aflezen .
met een kijlker o) ecen vordeelde baak. Hiervoor moet men den een groot
aantal alezingen oy een Laak doen en deze aan een statistische be han-
deling onderwerpen.

In veel sevellen ~al ds v.ststelling der 51“ op bevredigende wijze"
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kunnen gebeuren.
.. . - . . - il .
Bij elk vereifeningsvraagstulk moeten dus (s gl , derhalve de tensor
der cofactoren, bekend ziin. Ultgeschreven ie¢ deze tensor:

a1 12 13 n
g g {% o o o 0 9 g
’ P 2 e
’2 1 ‘Oq'_z 0‘2_) .On(_ll
) & - @m0 0 B
L1 232 33 on
g7 g7 @ e 8 (4)
v ¢ v oo o J o 0 ¢ 0 v oo ¢ ¢ c e 2 o
Jalo n2 n3 ,an
= ] © © o o e ) :

-

e weten,det de determinan
Sk K

& - o

ct

van de tensor definiet positief is en dat

5.3. Aflciding van het vsreffenivgsvoorgchrift.

Om de hierna volgende afleiding nie’ te ingewikkeld te mpken zullen
we aannemen. dat er vijf waar ve nemen grootheden Pi zijn, waesrtussen

drie lineaire betrelkkingen bzstasn. Deze uidens

u1P1 - u2P2 + u3P3 - u4P4 + u5P5 = U,
e = RN o . _ ™ — ,-
V1P1 FVol, ..v3¢3 5 V4P4 Povgly = v, (1)
A Loy P e WL P WP oD
W1P1 + ngg 5 w3_ﬁ . w4¢4 I5fs = Wo

Deze diie vergelijkingsn sbtellen dus he® model voor, zij zijn onafhanke-
1lijk. De waarnemingsuitkomster voor de grootheden P; zijn p; - e nemen
aan, dat de p. correlatieveij zijn en dat hun nodull zij?//iiv Stellen

:
we dan i

1//%i/“i = ’/)' LA

;»J-

. il o 1 . e =
den zijn de g de cofactoren van de P~ . Wegens de correlatievrijheid
.. ik . . . a
zijn de groctheden .7, waarin o «n k ongelijke indices hebben, nul. De
tensor der cofactoren ( §5.2.-(4) ) wordt dus hier:

[

11

& o 0 O 0
oy

> &% o 0

0 0 z°%C¢ 0

c .o ¢ gt

o 0 0 0 g

De waarnemingen zullen aan ds betrelkingen ( 1 ) nlet voldoen° Zlg

“worden daartoe gecorrigesrd met de cerrectie i willen dan heb-




den wordt verlre en

u‘i ( 131 + E%) + u2 ( pz - 82) 4+ aeseas L‘ng ( p5 B Es) = uo
vy oy v gg) 4 Vo 0y % Ep) s # Vs ( Py + 5%) = v,
W} ( P1 + 81 ) + "32 ( }2 + 82) T ceocoe ”3’5 ( pS - 65) = WO

of

U gy v Upfp + eev @ u5€5 = Uy = UgDy = UpPp ee . ~UgDg = by
£ 0 T el ¥ V5£5 = Vg v VyDy = VpRp eece. =VeDg = By (2)
i.’,if, 4 ‘:1282 T oaee s T ‘\'5E5 = ‘PO - ,11)1 - ‘?’2132 6 o o “-WBPB - t‘ﬁ’
De grooths en Ty tv cn t” zijn d: ©:_ensprelien in de betrakkingen, als
zarin voor dc Pi de weoornemingen o3 vorden gesubstituecsrd.

Wij goean nu het probleem door cea affiene ( lineaire ) transform tie
tot e:zn cenvoudiger seval tsrughrengen. 'ij mossn dit doen, omdat
Wij in ce vorije parasgraaf de enksle wacrrncmin, cen de vrearnemings reeks
sekoupeld hebben en de thzorie van de waarnenin sreeksen affien inveriant
is.

i nenen als transformaticformules:

+ eieee + WP = R
P

™ I n (N r —~—
Vel o+ VQPL Toaeees ¥ VP = R2
WPy o WD P. = ( 4 )

&
—
s B
Y
4
e
3%
"3
W
i
JW
i
=V =5

U B

b} + 1 I - ¢ @ e 3 on 4 b :‘ ey
b‘! 1 0212 ")5 o R .
/ s s
De a; en bi noeten zo w,“oucn corden, dat deze verg:lijkingen onefhanke-

1ijk zijn, hetgee. altijd lmn. D¢ vazrnemingen p; geven volgene deze for-

mules de " weergenomen " wacrdsn van ds Ri’ nl. de Ty dus
Wiby + UoDs + weonen UsPg = Ty

r
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L k - ) A e s 0 e 0 O D = I
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« ¥ Dghg = T

(3

Treidzn vij de vergelijlkingen ( 5 ) ven de overecnkomstige uit ( 4 ) af,
dan Xrijgen we:



W Ey + Wby aaa # u5€5 =Ry - Ty =7y
Vi€ T VoEy + el vsas =Ry, -1, =7,
37 T3 =73 (67

1t
v

&g+ M€y el 4 w555

H
=%}
N
f
+

BN S ! "
8.121 ¥ Q‘ L2 - ® 9 &8 & @ +’ asab

L1t1 -+ }:)25‘2 “* e 2 6 B 8 + b5E5 = RS - r5 37] 5

De ingevoerds grootheder ‘Qi z1jn dus de correcties aan de ry.
Omdat de Ty lineaire functies van C: Ps zijn, mogen we de r; op grond
van ds ontrikkelde theoriec ven dc¢ wasrnsmingsreeksen, woor als waarge-—
nomen srootheden opvaticn., Na de transformatie is het problsam ér nu
als volst ltomen uit te zien,

Uit ( 7 ) en ( 4 ) volzen &: nizwve betrehingen:

R, = u©
¢

Ry =7 ‘ (7))
Ry = W
13 o
- . R . . L . 4
Betrckltingen dus, waarbij in ledere vergelijling slecchts ¢en der groot-
heden R, voorlont; de 34 en Re komen er niet in voor.
e
De waerncmingen voor dc Ri zijn de T Onder toepaessing van de

voortplantingswet vinden we uit ( 5 ) de cofactoren le der T B.v.
1 11 22 : 5
G L = Uu,8 T USUSE T T s e F uBuSng ( Ta )
on
¢ - u]v1,_;;,11 + ugvzg‘“+ eeel UGV 5g55 ( 7 )
[ESVVIIN
De gecorrigzerde T, aus de TS+ My woeten aon de bvetrellingen voldoen,
dus:
Ty #7q = Yy
S (8)
£33

In woorden luidt nu het provlecu aldus:
Er zijn vijf sroothiden someten r; ), van Ty, T, en ry weten we,
dat ze gelijk gecmaal:* moetcn “rorden aan resp. U, vV, ooen w_ ( zie (7) ).

Volgens ( § ) betclkent dit dus, dat:

i

11 Yo = Ty

LANEE O (9

V]
H

ib = 1;0 r3

Hoe staat het echter met dc corrcctics q4 ¢n nb ? Voor de grootheden
Ty en Tg is er geen informatic sonvezig, iuners de R4 en RS komen niet
in enijerlsi botreidng voor. Dit btetekent, dat ten aanzien van r, en



"rﬁ geen vereffening behoeft te geechieden en dat &ua??é en775 nul ge--
gteld behoren ta wordsn, wal
niet juist, cmdat ds r, Loeor
de r, semen ais £én exemplasr ven een 5-- dimensional:s wearnemingsreeks

¢ redenering le echter .
¢lateerd niin. Vij moeten in zo'n geval

*’5 &
fote
((.J
[
g
by
€k

i
Wi
e
(47
[

beschouven en zo hezien is d: informasis, neergelegd in ( 7 ), 2r niet
L4

Een, ankel voor as Tyy 15 en T., maET veor ast gehe
T

~

;?__ S'ﬁ@l 1‘1, 1"2, e;a,ﬁ
. . e’
. quanov@r de informstic staa™ nst csomwolehe stel der T als een
el, als ¢en individu ' ~i=zuistizehe tea’ ). Heos co r, en rg zullen
is

veranderen ale de ¥,, 1, &n ¥, versaidcrinzen onder aan nist te zeg-

¢
sen. Vags staat, dat, Jatie iz, ozil S0t rtellig zullen moe-
ten Gocm, L@MErs correlaule “ngten larmerian beserent juist, dat het
ene ke nexk het ander: rainvioedd, W@ woter cchter ook. aat, als er
geen correlatie s ftugwon Ao Finawennich, o seinvloeding is. Ve

mogen dis alleen veslulios totr = . o= 0, s aener der vaarnemingen

T, o€n 3 CnEECOIr 3o Rlon L T T T R Toer 42T Tran e ningen T o en r3,

“4 y 4 P
~ N~ R N
A - T o ’
402 [ T
. ~ Wl \
€N T = & F = )

noaten zijo., Wet i nu aodiy, Na Lo iani. oL atn dcze voorvaarden ken
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senom Cer atellen o b, "wect dorhialyve aan dewelfde drie lineai-
PCL NOWOSene vergcoiiian oo voldnen. woerm cigl zi) bowvendien moeten vole
s Ex ) 4 . M o ¥
Goen aan de eis,met dc stoilem a0 v, 20w, Uns cen stelsel lineair on-

i

afhanlzel 2jke Sranaf cvuaciciooaloe ‘4 ) we woercn,
Vigowmontern e 2ent o o St o0 Lndertzad molelijx is, de stellen

. .. - 1 T : - H 5y . o PR PR .
2. €en v, 20 de hoononT PoovIL L TLoddozer ., Daarvocr mallsn we ge-

i i
Y .. g b -
sruid van L;fﬁgﬂ“Ay

ORI RN R V1 nomozene lincair onefhanke-
Goat . I A M T o e o -
i, heeth precice n - b ostellen

caiy onalharicoliske o los-irton ( %io nicrvoor b.v. Bocher, Intro-
duction tc highcr algchra,

vy LI ' ; T, ey 3
dat 21 culd 1nogt daund -

vnlossinea van de veargeli jkingens
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11 55 _
X, 1u11 . x5&5g55 = 0
-;vﬁ':; R = 5 5&.} = 0 ( 12 }
W ’“?1 5 = 0

big & T s aanwoe -n."(
17qS * % 5@

te vinden, dic we dan voorszsteld hicbben door de ey en de Bi, waar-
ven we dan nu tevens weten, dat zi; linsair onafhankelijl zijn. Wij
moeten nu nog nagean of d: vergelijlingen ( 4 ) wel lincair onaf-
hanlkelijkx zijn. Nu ziin de screte dric daarvan onafhankeligk, omdat
ait tot de onderstelling van h:® vroblecm behoorde., Tij zullen nu
gerst asntonen, dot de visrde vor_olijlking niet afhankelijk kan zijn
van Gz dric voorafgaande. In hev cval van de afhenkelijitheid zou
men moeten hebben

ay ._Au /_{ v, o+ Qwi
waarin ~L, At en Vv niet allc dric tegelijit nul zouden moeten zijn.
e zouden dan moeten hoobene
¢ =xet e’ Ve oo
5 ’
¢ =xce’® L we®? L Ve =0

G34 :LXGJB /U (“‘3 - \) G33 = 0

1]

Nu is, omdat de Gik cofactor:n zijn van cen stelsel onafhankelijke
orootheden ( hier r.y Ty <n r3 » dc determinant, waarvan deze cofac-
toren de clementen zijn, nict nul ( zie blz.62 en 63 ). De vergelij-
kingen hebben dus geen oplossin_, wearbij niet één van de verander-
1ijken nict nul is. De¢ vierde vor; 1lijking ven het stelsel ( 4 ) is
dus niet afhankelijk van d¢ vooraf_aande.

Op enaloje wijze toont men aan, dat de vijfde vergelijking sven-
min afhenkelijl¢ kau zijn van de cerste drie.

Men zou nu nog kumnen hebben, dat

= Jiui //1v - w + K ay

Dan ordt
¢ =a6!! 4 wet? . D3 =0
627 246" 4 wa?? . 96?3 =0
035 =agt3 +JAL623 Love33 = 0
45 _ WG _ 45

Uit de eerste driec wergeli jkinsen volgt weer

;‘ pns - P %) - G
4.
//L
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Er zou dan blijven

: » bi=¥(ai

en dit is uit esloten, omdat de stellen ay en‘bi juist zo geliozen waren,f

dat zij onafhenltelijl zijn. :
Ne. d¢it onderzoes mozsn 'ij dus ocannenen, dat het inderdaad megelijk

is, de a, en b, te kiezen, zodaniy, dat voldaan is asn ( 10 ) en (11)

en het stelsel ( 4 ) wit onderling onafhanlkelijlke vergelijkingen bestaat

Ve mogen dus nu concluderenvi4 = enY?B = 0, zodat we voor de bepaling

van de 21 volsens (6 ) en (9 ) hebhen sekregen:

u1€1 + u2£2 Foeeess T UgTg =ty

V151 - v2&2 T eeses v5£5 = tv g ( 13')
p E? - ‘~.42€2 4 eeees W5€5 = %, )
a &y agbg G eeeee F a5£5 =0 )

( 14 )

it

+ k 7y Rty - 6 ¢ e ® v b o~ J
b 1 €1 O‘: Ec_’ - ,)85 U
De l:dcm t, y doov in de tweede leden van
(9) yy Ty en Ty te vervan_en ¢oor hun wasrden uit ( 5 ) en te letten
o

e
op de ucfinitie van % enz. voljens (2 ). Neast ( 13 ) en ( 14 ) hebben

‘tv en t_ siia verkregen

we nog ( 10 ) en { 11 ) els vetreliliingen voor a;

healde stelling uit de alzebre tan in omzeieerde zin worden toegepast.

en bi' De bovenaange-

De gtellen a; en bi waren de lineair onafhanielijlke oplossingen van de
vergelijkingen ( 12 ). Oagekeerd zijgn dezz vergelijkingen 3 onafhanke-
1lijke wvergelijkingen, wazrac: dz bside stellen a; en by voldoen. Er zijn er
niet meer en niet minder dan drie. liceten de stellen a; en bi ook nog
voldoen zaun esn vergelijhing nst eoéfficiénten.gi, waarvan de beide ver-
selijkingen ( 14 ) de uitdrwiring zijn, deon neeten de co&fficiénten de--
zer laatste betrekliing lineeir alfhanlielijk zijn van de coé€fficiénten van

( 12 ), dus zal men moeten hebben:

. NS I DU L
51 = g h?Ku - g v?hv SO win
_ 22 - q22 e L omCE
&2 = 5 U.szu 3 ngv - 2 mzhw ( 15 )

9 & B & e 6 8 8 9 O O 0 8B &I § e QO W EOELE S GG O G

6 =4~ oy
0D e 29, 1 L .95, 1
= g v Y .
iS & Ll,jhu + 8 V51 v ¥ & 5&{\‘,
wearin dan K, Kv en K cotffici¢nten zijn, die kunnen worden berekend

door zebruil: te maken van de vergelijlingen ( 13 ). Substitueert men de
Ei volgens ( 15 ) in ( 13 ) dan ontstaan, lettend op ( 7a ) en ( Tb ),
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My, . 12 13, _
¢UR, ¢ CTE, e G, =t

1
12, . .22 23,
6K, + G KV+G3KW~.*&V ( 16 )
3 623 . w33
Lr T il C Jlxv, ( G' K\,f — t,vv

waarmee het gjezochte verefienin s voorschrift verkregen is, hetwelk dan
tirgen (15 ) en ( 16 ). Het afgeleide voor-
schrift geldt voor ongecorrelatesrde waarnemingen.

Samenvattend is de gang van zalizn aldus:

neergelasd is in de verpelij
8

. - ii
Uitgaande van de jegeven Letrekliingen ( 1 ) en de cofactoren g~ worden
de zecorrigeerde waarnemingsn in ( 1 ) gesubstituserd en de vergelijkin-
gen { 2 ) afgeleid. Daarna worden de vergelijkingen (. 15 ) opsesteld,

waarna de aldus verkrecen uitdrull:ingen voor de &£. worden gesubstitueerd

in ( 2 ). Dan zijn de vergelijkinzen ( 16 ) verkr;éen, waaruit K, K,
en Kw worden opzelost en voloens ( 15 ) de waarden der €i worden bere-
kend.

Ko K, en K heten correlaten , de vergelijkingen ( 15 ) noemt men
de corrslatenvergelijkingen en de vergelijkingen ( 16 ) de normaalverge-
1ijkingen. Het verefieningsvoarschrift zell heet de methade der kleinste
vierkanten.

Qomerlcing 1.

De coéfficiénten van de normezalverzelijkingen zijn de cofactoren
van de bekende leden tu’ tv en t_. Immers tu = U, ~ Iy enz., waaruit

blijkt, dat de cofactoreﬁ?%u, tv en G dezelfde zijn als die van Tys

r, en r3.

Qonmerking 2.

Als de betrelkingen ( 1 ) lincair onafhankelijk zijn is de hoofd-
determinant van de normaalvergelijkingen niet nul en zijn deze dus steeds
oplosbaar. Ty, Ty en r3 zijn dan nl. onafhankelijk, waarna uit de theo-
rie op blz. 62 en 6 het gestelde volgt.

Opmerking 3.

Ofschoon de afleidiag hier doorgevoerd is voor 5 waarnemingen en
drie betrelkltingen is het duidelijlz, dat deze Jeheel analoog zou verlo-

pen voor een willexewrig aantal ( n ) waarneningen en een willelkeurig
aantal ( b ) betrellkingen ( ty(rx). Wij krijgen dan b correlaten en b
normaalvergelijkingen ( 16 ). In de cor-elatenvergelijkingen ( 15 ) ko-
men natuurlijk ook elle correlaten vcor,

Opuerking 4. |

Omdat de methode van de kleinste vicrkanten voor correlatievrije
waarneningen slechts de kennis van de grootheden gli vereist en deze
evenrediy zijn met de moduli van de waarnemingen, is het derhalve slechts
nodig, de verhouding van de moduli van de waarnemingen te kennen. Dit
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ig van belang, owmdat het veelal gema'rlzeli jker is, de verhouding van de
moduli, dan deme zelf te bepalen. Zou zal, als wij van onze waarneningen
weten, dat zi] onder nagenoey gelijlte omstandigheden met hetzelfde in-
gtrumsntariuwn zijn gecaan en overijens bekend is, dat zij als exemplaren
van een noriale verdeling mogen worden teschouwd,het veelal geoar loofd
zijn, de onvsredence cofeoctoren alle 7 te stellen.

5.4. Eigenschap van de msihoiz dor Llsinste vierkanten.

Volgens de vergelijiungen { 19 ) van §5.3. heeft men, als weer
O L i

S44 7 Pk
.. S =l o+ vl o+ w K i 1 )
©ii - i R TRREE Bt Ky (1 —n ) (1)
en dus
. 1 ™
<»¢:"~‘:—u*.}"‘-v "* b ¢
E ;W31&1“Lj [1‘1 “u Al R N ] K
of met het oog 0 5.3.-(2):

=~
= T BN T S o+t X

{_,gii‘cl"l]g R (29
De vierksnte haken zijn door Gauss ingevoerd om een som aan te geveni
Hier gast de somnmatie over i wvan 1 tot n. e zullen asntonen, dat E een

minimum is d.w.z. dat voor alle mo elijke st:zllen §£., die we, ter on-

derscheiding met het voliens het vereffeningsvoorschrift bepaalde‘ﬂ

aan zuillan dulder nmet &i, die an 5.3,--/2) voldoen, dus waarvoor
[ s F

[ty (3)
E'w’ } ,” ’
geldt: - } . e ) -
| UENE TS zgi“:-“"
L, LA Th l'__; - b..;.l L 1“}

Nu is, ondat

r ) F, : oy y ) ) Y
Lﬁi ’}i’?i} [“:lzial e {l g\ -8y )] * [gii (g = &) - Ei{%
(4)

Mu 1= de micdelste term in het tweede 1lid nul, hetgeen blijkt, als
we ar de uitdruki:iigen volgens ( ' ) der &

5 in substitueren. Ve krijgen
den |



giiéi (

~3
L
o
e}
~
|
o
o
.
f
[ 2%
—
-3
=
i
D)
~

Hu 1s, oudat

volzens &,3.-(2), ecn

} {
! v (’f)- -y )‘[ =

40 mlgjn ool de codlificiénton van I en K, nul ‘en is dus inderdaad

i . -~

-

22 dewde tern in het tweels 114 van ( 4 ) lis sveeds positief, dus is

e}

hiermse vewezer, dat

T ey r T
Loge DS RSO GO
g M | il 1G4
- - .
Azil de mininum eigenschay denlit het vereffeningsproces zijn naam,
want sls de g alle T zijn. wordt rg [N S
1 ‘ 1 ll L 1_I
e o7
[FOER e
f i .l.i

enn dit is dan een som varl kwadraten. Feitelijk zou de methode dus moeten
hetensy ¥ de methode van de iLleinste som van vierkanten ", Men gebruikt
zchteir de naam: Y methode der Ileinste vilerkanten V.

Omzexezsrd volst uit de zie, dat B ecer minimum moet zijn, het afge-

.

leide verefTeningsvoorschrift Wi gaan daartoe weer uit van ( 4 ).

7. voldoen aan ( 4 ) en de 25 asn esn overeenkomstig stelsel. Is nu de
{

——

middelste term in et tweede 1id

H

1 ( 4 ) nul voor eglk waardesteln 5

dat aan (3 ) veldont, dan L3. anls we 35 ;ien hebben, giigiﬁi een mi~
nimum. Deze eis ie Gus voldoende. Dot de eis ook noodzakelijk is, ken

zle volgs worden aznygetnond. Stal

- —_ R };
G =g U - )
fen ste]_f;i voldoet Jan ooll aan een stel verselijkingsn als ( 3 ) voor
elke waarde van f. Je lebben dan
d * ‘ i -
« e . - 2] -
bt 2 > - ~ ¢ Y
S5t Oy 12 ”-ﬂi-ﬁv o 2 T ; g, . (v =& , -
B0 0 | ©iivi L jj'l i.~71 ;*l) + {7 &34 (/1 ”1)(ﬁ& {S
! dore i . "

We kunnen nu {~altljd o Ilein uenk:r dat de laatste term uit het tweede
ll& verwaa”lOOGq mag worden tegenover de ahders termen., :
Is nu
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den nemen we [~ negatief en dan is

[Sii;:;ik:j“‘] <[Eii?zi€i J ‘ ’ (5)

dan kan [~ positief zenomsn vorden, waarmee wen eveneens tot { 5 ) komnt.

k{‘

Is dearentenen

In beide _=vallen dus Zzan ggié; gﬂ geen minimum zijn. Dit ken alleen
-l ke =
zich voordoen als inderdaad

{_31:‘_51 (= ﬂz 0
of -
[gii’-’“—i"fi ]"' L“’l'll 'i] (6)

voor glle waardestellenv),, dis aan ( 3 ) voldoen.

N2

i

Dan =chter moeten de coéfficiénten van deﬁ} in ( 6 ) lineair afhan-—

relijk zijn van die ven ( 3 ), dus :
33101 = Wl v iRy v oKy
of & o= g%% ( w K Ko+ WK )
e ‘ Eﬁiﬁifﬂz uKu + tVKV * tWKW C7)

waarmee haet serder afgelelide voorschrift opnieuw verlkregen is,
Opmerking.,

Bij de oplossing van practische vraagstukken verdient het aanbeve-
i &iéi]te berelenen eenmaal uit de &i zelf, een tweede maal vol-
aens (7 ). Dit is een waardevolle contrdle op het rekenwerk.

5.5. Meetkundige iliustratie van de methode der kleinste vierkanten.

Taten we zannemen, dat er 3 waar te nemen grootheden Pi zijn en 2
betrekizingen.

(i
—
=
_;_
<
N
‘_
N
+
c
i
<

(1)

“

(0%

o
e

De wagrnemingen zijn Dy en cde bijbeshorende cofactoren gll. Wij nemen nu
R = .
een rechthoekiy assensysteen adﬁ%Qﬂgf)maéteenheden op de assen, gelijk

aan . Als dan x5 de coordinaten van een punt zijn, geldt voor de af-

E14
stand 1 van dit punt tot de oorsprong

2 » ~r U Is ~r

1% = 4% q% + EopXp%, + 833%3%3 (2)

De betreklkingen ( 1 ) bepalen elk een nlat vial. Iaat a daarvan de snij—
1lijn 2zijn, Is verder G het punt met de codrdinaten 1 ( G wordt het " ge-
meten " punt genoemd ), dan zal in het algemeen G niet op a liggen, om-
dat de Pi in et algemeen niet aan (1 ) zullen,voldoen° "



Vij corrigeren nu de Py ellk net sen bedrag Ei‘ Het punt V, waarvan

de codrdinaten by £. zijn, zal ov a moeten ligzen, omdat de gecorri-

i
seerde vaarneninsen wel san ( 1 ) moeten voldcen. ( V noenen we het

" yereffende‘punt ). Di{ pun® V nu moet zo Jekozen worden, dat

811‘31 E@ + 32252&2 + 8335363 ( 3 )
minimasl is. Ondat deéﬁi de codrndineatverschillen zijn van de punten
G en V stelt,in verbend met { 2 ), ( 3 ) het kwadraat van de afstand
GV voor. Januneer deze afstand minimum moet zijn, met V het voetpunt
zijn van de loodlijn uit G op a nesergelaten.

Is er één betreklking in plaats van twee, den is de meetkundige
plaats van V een plat vlalr en moet uit G de loodlijn op dit platte
vlak neergelaten worden.

Als er meer den drie vaernsningen zijn missen we de mogelijkheid
van een mesthundize voorstz=lling, maar +ij kunnen in een meetkundige
terminologie blijven syrelisn, Bij vijf waarneningen en drie betrekkin--
gen geeft iedere betrekliing in de 5- dimensionale werkruimte een R4
( een ruinte van 4 afmetingen ). De 3 R4’s doorsnijden ellraar volgens
een RZ’ een plat vlak dus. De 5 waesrnemingen Py bepalen weer liet geme-
ten punt, waaruit we de loodlijn op het snijvlak ( de R2 ) moeten neer-
laten, De afgeleide forumules van de metihiode der kleinste vierkanten ge-
ven dan de oplossing van dit 5- dimensionale meetkundige probleem,

Het kan in Yepaalde evallen ven gemak zijn, aan dit meetkundige
beeld te denlien.

5.6. Algemene afleiding van de methode der kleinste vierkanten. Gecor-

P .

relateerde vaarnemingen.

e zullen gebruik aelren ven de notatie van de " Ricei- rekening *.
De gegzeven betrelillingen zijn

H.
oy

(O Y &
u; o= oug (1)
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De index i, eventueel k, 1, m, doorloopt de rangnummers 1 tot n.
Br zijn dus n grootheden P, De index 2, en de gelijksoortige &, T, nunm-
meren de betrekkingen. Zij lopen van 1 tot b ( D <:n ). We onderstellen,
dat de vergeli jkingen (1 ) onafhankelijk.zijnvae waarnemingen zijn

. i - ik o
pl, hun correcties &' en hun cofactoren g, waarbij we nu hebben, dat

de gik met ongelijke index niet nul zijn, althans niet alle. De pl kun--
nen dus gecorrelateerd zijn. e volgen geheel dezelfde gedachtengang
als bij de afleiding van het vereffeningsvoorschrift voor correlatie-
vrije waarnemingen.

De gzecorrigeerde waarnemingen moeten aan ( 1 ) voldoen, dus

el i 1 . ,:_\j_ _ &
U.l ( D 400 ) = U.O
of P'. .
el IS £ i
W ET = ug - ugpt o= £ ( 2)

. . .- - ) i
waarin de tf weer de tegenspralien zijn. e onderwerpen de P~ aan de
lineeire transformatie

ur;_Pi - r® ( 3)
°<".—.‘

prl o g ( 4)

H

De index o, eventueel/ﬁ9 , doorloont de rangnummers b+1 tot n.
Voor de waarnemingen levert de transformatie

u@ﬁiz rf (5)
oipt = o (6)
Trekken we (5 ) van ( 3 ) en ( & ) van ( 4 ) af, dan hebben we nog
L # £ I
hie =R -1 =7 (7))
e i ek X
b;ElZ:R -'I‘m:"') ( 8)

o “ . : ~ o A
De rf>en r zijn de "waarnemingen'" voor de R en de R ,’ijen 7

hun correcties.

o) o .
De cofactoren der r° en r vereskenen we met de voortplantingzswet

uit (5 ) en ( 6 ).

Zr zijn drie soorten
PS ik
G =g u

=g N
GR& _ gikufbﬁ

i’k
B ISP
G = g bibk

1

Je kiezen nu de b? z0, dat het stel grootheden ra‘enerzijds en het stel
rﬂ’anderzijds correlatievrij zijn. Daarvoor moet gezorgd worden, dat de
cofactoren GF?Inﬂ_worden. Dus moeten volgere ( 5 ) en ( 6 ) de b? vol~-

doen aan:

ik T

off _ kP (9)
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Volgens de inf§5.3. Jenoence stelling uit de algebra is het moge-
1lijk, n - b atellen b; te vinden, die lineair onafhankelijk zijn, waer-
bij ell stel aan deze varzeli kingen ( 9 ) voldoet. Wij moeten nu
nog aantonen, datl deze stellen b? met de ug voeren tot een lineair on-
afhankeli jk stelsel transformatiefornmules ( 3 ), ( 4 ). Afhankelijk=
hieid zou bestaan als

&f
}‘F’ug -//‘j‘mbi = Q

waarin niet alle AVJQH,ﬁQy auwl ziin, Dan zou ook

ik P i, &5
A guln, A 3Tbou = 0
I il Sty ik
of a
[0 LN
.}Qﬁ'\z{ AL ‘ G = C ( 10 )
en ' - }
e A 1. o s
D L T RS
i R PR+ 1k
of
M E) ,':‘/C'"
kFG‘ tpeg G =0 (11 )
Wegens (9 ) reduceren ( 10 ) en ( 11 ) zzch {ot
- Py
SR
en e =0 ( 13)

( 12 ) is een stelsesl van b nscmojene lineaire vergelijkingen in de b
coéfficiéntenQAfh De determinent van dit stelsel is niet nul, omdat het
stelsel ( 3 ) onafhankelijk is ( gezeven (

) 13 ) is een stelsel van

(n -0 }*?eranderlijkenlL& , waarvan de determinant ook niet nul is,

ondat we de b? in ( 4 )‘%o konden kxlezen, datv vok dit stelsel onafhan-
“:elijk was. e wsien dus, dat noch [ 12 ), noch ( 13 ) esn oplossing

kunnen nhebben, waarbij niet nlla}%‘ eg/Amnul zijn. Hiermee is dan de
onafhantelijkheid van co sransformatieformules ( 3 ) en ( 4 ) aange-
toond.

In de nieuwe veranderlijlen luidt nu het vracgstuk als volgt:

. (] s :
Voor de n grootheden R en RS bestaar. de betrelklingen

vazrnemingen zijn rfP enr® , hun

[4s)
-
=
~
T

( volgen uit ( 2 )

-

1 _ - o~
/ hoilc,ene Vi,
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Vullen we de gecorrigeerde waarnemingen in de betrekkingen in, dan krij-
zen we P .
o
= ul o ef - (15)
o)
Omdat de r correlatievrij zijn met de r’ en de R niet in de betrekkin-
® . . .
sen voorkomesn, waardoor dus de T buiten de vereffening vallen, is:

m* = 0o (15 )
Volgens ( 13 ) en ( 7 ) is dus
| uﬁfé = ufj- I"QE>
i 0
of in verbend met ( 2 ) en ( 5 )
. -
W £ = sF (16 )
en volgens ( 14 ) en ( 8 ) .
DIE =0 | (17 )

. i &4

Om uit ( 15 ) en ( 15 ) de & on te lossen, bedenken we, dat de b

n - b onafhankelijke oplossingen waren, zoals ( 9 ) aangeeft, van de b
homogene vergeli jkingen in de i

ik P

e ‘ukci = 0 (18 )
* onafhankeli jle

Omgekeerd zijn deze vergelijlkingen precies de b vergelijkingen, waar de

et C oy
bi aan voldoen. lloeten de bg nu ooli nog aan de homogene vergelijking ( 16
voldoen, dan moet deze laatste linecair afheankelijk zijn van de b verge-
1i jkingen ( 17 ), dus e
i Ak
£r = g w K ( 19 )
weearmee de correlatenverzelil jltingen verkregen zijn.
. . . i.
Substitueren we deze uitdrukkingen voor de £ in ( 15 ), dan ont-
steen de normoelvergzelijkingen

oy >
i Ky = £ ( 20 )

wasrin
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- P ;
GF(‘&:: gl}\u‘ig ( 21 )
(18 ), ( 19 ) en ( 20 ) vormen het vereffeningsvoorschrift voor gecor-
relatesrde waunrnewin,en. Als bijzonder seval vloeit hier natuurlijk het
eerder af eleide voorschrift voor oniecorrelateerde waarnemingen uit
voort.

Definiéren ws de ;rootheden Bipe Weer door

r ol 51
Sike T Cx
Gen volgt uvit ( 15 ) ¢
ql '-“
(.q) - bt = w, 1-
11.% i
en wordt
Ak ~ 1 £
™ o= ", (L ol T J
R o= g, W e = ¥ Kp (22)
Onnsrking.
Ook bij het vereffenin svraasstull met secorrclateerde wearnemingen

is gzeblelen, dat het voldoende iz, de¢ cofactoren giL te kennen.Van de

modull en correlaticvedrasen ltomt cderhalve het alleen op hun verhouding
aan,

5.7. Niet lincaire betrelkingen.

Zijn de betrelkliingen nist lincair, zoals tot nu toe werd ondersteld,
dan worden dsze op d¢ vol. .ende wijze tot linecaire herleid.
Stel

f (2)1’ P2, 0-00.,}; =O

n)
is een dzrgelijke betrelding. Substitutie hierin van de gecorrigeerde

weerneminsen geeid

f{( Pq “'51 )y( Py ‘3“8‘))7 '”"’( Pn +£n>} = 0

[«

OntwilXkeld in ccn recks van Taylor ontstaat hieruit:

\ ) 25 . of | ?Ff
f(p:" ‘92’ pew o ag x)n)"t“'".s’l")"l:tl.l +"“5§262 " e e s 0w +’%“§n8n+

+ hogere graads tcrmen = 0

waarin de waarden van d: partidlc afgcleiden te berekenenzijn voor het
gtel waarden Dyr Poy eeeeey P De ﬁi zijn veelal klein. laten we dus
de hogere graade tcrmen weg bij de reeksontwillieling, dan maken we wel-
iswaar een fout, maar meesgtal cen zeer kleine., De betrelkking is echter
nu lineair in Ei geworden en de¢ ontwikllelde handelwi jze voor lineaire
betrekkingen kan worden toegevast. Zijn de 81 sevonden, dan kan men met

de oorspronkelijk geseven betrekking nagaan of de gecorrigeerds waarnew
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mingen deze in voldosnde mats bevredigen. Mocht dit niet
moet men te werll gaan volgens een iteratisproces, d.wW.Z.
stavssewi jze benadering. Jij zullen hisr niet op ingaan,
practische tocpassing dit Q@Val zich maar uiterst zelden

=

zo zijn, dan
volzens sen
omdat bij de
voordoet.
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Do ontwiileling van de techniek van de methode der
kleiret. vierlier5er vowr correlstievrije waarnemingen, -

e - e . - ek s MR s e A et e+ i

6.1, De_gewichlen.

4 e e

Rij de atleiding van et veginsel van de wethode der kleinste vier-
kanten hebher we ds colachcren & Oebr¢¢kt die evenredig waren met het
kwadraas van de modurvy. Verder tiradnn op de 8540 ongekeerd eVdﬁfedig
met het wadreat van de modulus. len is ﬁewoon, bij de vexr-
erlenlu Bvioe etullian ; viaarhl] de waarnemingsn ongecorreleerd zijn,
alleen t2 benizen d2 gewvichten 8y 50 Teavoeudigheidshalve gchrijft men
dan 8; s in weliks notatic eohses hot haraxucL dezer groot heden minder
juist itcomt.

flen zehwrijft doo { 2e¢ vovenindex s een sxponenrt )

r

Al < ' ) .
e <.
PRI AL
[Sep "/
-

waadr i Wi ce nodulas van de vaarnaming p. 1ls =n 84 het bijbehorende

gewlichi. Anders geschre el 19
L R I R —— = s =
// 3 o // 2 o / ~ 1
. TA & .
= o &,

Blijkens deze aanecugeschalielle evenwedigneic i /Ncop te vatten als de

co

Y
SN
—s

n

modulus van die waarncuing, ¢ie = hel gelozer gysteem van gewichten
het gewicht 1 zouw verkrijgen.

|4
GOv

6.2. Standaardvraazstuk I.

De wvorm, woarin ket nrobleem gesteld 1z ir 85.3., waar het beginsel
e

e
van de mnethcde voor de vereriening werd aifgelend, noemen we standaard-

vraagstult I. Samenveivend haddsn we dazr het volgende.

Gegeven de Dbeureliingsi:

ook =SSt

mabuen greavieasn 2y, en de wearnsiingen Dy met hun gewich-

corvecties L. amal 48 D

Oplosging. Suvstitueser de gooorrigesrie waarnemingen pl + ? in de be-

s e ke

sralken v en bt .

- 1 e ey eyl e A R
trelkizingen en perveken de fegeus vl Yy -
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& -4 o o=
u1£1 + uzgg 4+ . ERLIE + unbh e uo [ uip .J .tu
€. + WS + : =W - . =
De corrscties zijn
6.6 = K, + vK + wK (2)

Dit zijn de correlastenvergzelijkingen., De Si hieruit, gesubstitueerd in
(1), levert de normasalverselijkingen

p Ay - -

U, U, .V, M, w,
NENE NN G I S N I
- u N v - M u
O o o
e S L Ci "
ru v —v‘v. v, W,
SIS S N T N IR S ( 3)
N 1 . v - W v ) .
e T | ci °i
z N - z - N
U, W, v.W, VL,
ii ii) L AL
oo “U. S e e “V ————— hw = tW
fe £
€5 &5 “i
|8 e . - s g
en ten slotte
T = oLl es b =2 K + t.. + K
B [Ul“lbli Gtu Ky Kty (4)

ij zijn hier uitgegaan van lineaire betrellkingen. Hoe te handelen
voor het geval ze niet lincair zijn, is aangegzeven in §§5.7. Het komt dik-~
wijls voor, dat men geinteresseercd is in een grootheid, die een functie
ig van de vereffende waarnemiagen. Wij nemen deze functie eerst lineair
en stellen
/\= 11??1 + 12P2 ¥ sesee *+ ln}?n

fDe waarde van deze grootheid vinden we door voor de Pi de vereffende waar-

neaingen p, + Ei te substitueren, dus

/ﬂ\ =1, (2y = i1 ) + 1, ( pp = 52 )+ eeeee = 102, +&€)

(5)

Meestal zal nen dan ook de modulus van/\\wensen te kennen. Wij zullen
hiervoor twee afleidincen geven.

Afleiding 1.

Bij dit en soortgelijke problemen komt het bereienen van de modulus
van een functie van de waarneningen nezr op het berekenen van de cofactor
van de grootheid in kwestie en wel in het systeem van cofactoren en dus
van de gsewichten, die aan het verelfeningsprobleem, waaraan de waarnemin-
zen werd:n ondsrworpen, ten grondslag is gelezd. De cofactor, vermenigvul-
digd m@?xu.a, levert den het kwadraat van de gezochte middelbare fout op.
Men zie 8§ 4.5.

De coéfficiénten van de normaslvergeli jkingen zijn de cofactoren van

n
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' de bekende leden Ty By T ( Opmeriing 1,%5.3. )« 7ij hebben dus

'v-’
iy
u. U,
— i'i
bty = T
LoCi
(v,
‘“‘~¥ """ - i i
tu’ v g
[ L -
enz.

waarbij wij dis met de streep boven +twee door een komma gescheiden sroot-
heden hun cofactor hebben aan,egeven,
et de normaalvergelijltingen hebhen we nu

vy 0 v, ] e - 4%
- Ku’“fu T K:;’ e T e Ty Ry %y S
&i 61 =5 gl
u vy v, v, Wy ~ ) "ulvl i
T fu’m{u ==K LR o %y = g 5u =
o g, o, s
u Wy 'viwi ‘wiwi 7 . ’uiWi )
e ;/ T R R - T - st s
- I“u’ u z. | v? qu s By Ty %;v’ Ty g
L o1 et N et i J
waaruit direct wveolgt
e _ L v . . T -
I:.u, 'u = 1 ¥ hv, u == O M XW" TU_ = O

Op geheel analoge manier leiden we af

v o
en

Y\.u, EW = { M K‘»T%‘W =0 M EC 9 E

v

t
—

Opnieuw de normaalverzelijliincen gebruikend, is verder

Mu,u, Fu, v, uL W, ]

._.1,..33 O T N B P S 3 I A S o S
ST ey By 2 u? My . “utw “u' u
A 2 .

| °1 Rt U e S

”uiv," o ”vivim ‘ Pwviw, i

— | T - —k T K =K % =

L.u [ Ku ¥ - A\.u $ V‘K'_V_ + . KFLJ. 9 V ? V O

il 6i L &1

W, Wy i ViV, 1 WiV

ity | A1 e Ailrr % -
, L Ky . X, ¢ N u tw u' Cw 0

8 “i B i J | J

Zen analooy stelsel van 3 vergelijkingen kunnen we afleiden voor K;:*E;
K;?"K# en K;TW&W , waarvan de bekende leden in opvolging 0, 1, 0 zijn
en een derde stel in K;?WQN Egﬂwﬁk en K;T"Kﬁ met bekende leden 0, 0, 1.
Vergelijken we de situatie hier met de stelsels vergelijkingen ( 2 )
(3),(4), (5 )en (6 ) van B4.1., dan zien we, dat, als het
stelsel
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{ = t
ﬁu Quut qutv * Quw W
o= - . t { 6 )
Ky = Qpt R ( )
L. = A ‘
W Qwutu Qwvtv + Qp by
de oplossing van de normaalver_elijltingen zeeft, dat we moeten hebben
- oty -
Bty PRV ;r""iw ]
et e - 83 o ...__..2:_ { P
‘ Uu o Loy B Lo 1
W { e L
L] Lok LT
. - =i - “' N
w, v, !_v.v. i VLW,
i 174 i i
L ——— f e e wm F) L. [ru— -
. Quu VoL “uv T e Quw 0
;L =5 B ] S5 s b o4 B
i u, W, Viwii V"{J.Wi
wdo —-—
i o Cuy %'ff“'i Qv 7 ,M*“‘ Qw = 0
L o4 | L o4 j | B4 §
en nog twee analoge steleels, waaruit volgt
T —
Quu Totu? Tu
( = 0 = n K
Qv Ay = by Ty
0 = 0 = T~
0 T tut tw
ens .

m.a.w. 4g_cofactoren van de correlaten zijn de coéfficiénten van de be-

kende termen in de oplossing van de normaalvergelijkingen,

Wij gaan nu verder rekenen. Volgens ( 2 ) is

Cudat

Uit beide

Zo is ook

Dus een
ken. Met het

Tp;

M'ﬂ- oo o

4

resultaten volgt

zecorrigeerde waszinening

oog op ( 6

= 1 ~ 1. D,
Ty = Y [:1*1J
u.
=== _ i

it otw T 2
i

CwWTETETTVYTYTT =

( - l A 3— ) 7 'tu O
‘{‘“““"' - """'.‘ . S—— o co——— - 7
- £y 7, tv = 0
7 - N
< b T R )

8 niet
ig voorts

Ly K, =

Quur%"'“ -)y

T
u

secorrelateerd met de

* qu T‘pi * Ei )y tv

tegenspra-

+

L]

ng’ { Pi + gi 0)‘;
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5N evenzo

o g N ) o 1 S i ’r‘l_»\ + -

' Uy ey Tl =0 Uay v 70K =0
Op enaloge wijze is dan volgens ( 2 ) ook

4

\ ey 11y =0

Py

of in woorden:

alle sroothaeden van de sroep secorrigeerde waarnemingen enerzijds en
alle grootheden van de groep corrccties anderzijds, zijn onderling corre-—
latievrij. Den is echter ool een lineaire Tunctie van de grootheden van
de eergte groen correlatievrij met een lineaire functie van de grootheden

van de andere groep, dus
[li ( pi + Ll )] ’ El_libi_'} =0 ( T )
Nu kan de verelening van de cofactor A, zie ( 5 ) , gemaxkelijk geschie-
den ® R R . e A~
- ' - e
N, N\ = li(*’i‘"&l ):}? li(pi+¢i )}
L (o e T o T e O c
= li ( Py 4 )] y Kli.QiJ [11 ( Py v <4 )]s [lig):}
= |1;p, l , {lip- J+ _11@1} : [11‘91]
of omdat volgens ( 7 )
ST RIS
[1ipi~§, 1,0, + [11511, [li“ij =0

. W 8 M R s % G G W e s e

AT ] - R TR o)

Om de tiweede term in het tueede 1id te berelienen moeten we uitgaan
van ( 2 ). 7e hebben
T P (sl Wily
- = RS B L e | W e o S
tli‘*i{ = T Ra T T Y T TS K
of ) i L8 51
- r ‘ 4 RS '
{llg‘i]“ Bty = BK = BXKy,
dus
[_11‘”"5.] ) [11%1_ = BBQ, +2B8B,Q, +2BBQ, +

+ 2 BVBWQvw 4+

BWBWQWW
Deze uitdarukiiing kunnen we synvbolisch schrijven door een 2root heid als
. » - L & ®
Qu Te schrijven als Q,.Q,. Je Q uet een index is dan een symbool en geen

- B‘VB vav

+

al_ebraische grootueid. Hetl product van twee zulke symbolen levert pas ee
algevraische grootheid., Ve krijsen dan

-

B8] (18]

2
( BuQu ¥ BVQV + BQy )

n
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f&erSﬁﬁ term in het tweede 1id van ( 8 ) berekenen we eénvnudig door
ﬁa& xrnc:\rtplantmg,swat, Je vinden

] T - | 2 ]

|
|

i
waarmee het eindresultaat wordt J
. f11 ]
AT 174 , 2
ANVANEE S (3,Q, + ByQy + B,Q; ) (9

Jenst men de modulus van /\ te zennen, dan geschiedt de berekening
daarvan eenvoudig door de gevonden cofactor met de evenredijheidslactor
A /u,te vermenigvuldigen.

s, .

A A
A i AR . :
A N ! \’ a S fA

e e

Z2ijn er meercere grootheden /\ vij het probleenn betroklken, b.v.

1 [
FA - [ll‘kl:} ( 10 )
9 u 2. 7
- in N ; B (1)
1 T .\ a. o . ,/1\\2 o p .
dan kan het zijn, dat men de cofactor /\ moet weten. Om deze te

bere,xenen ltan men de eenvoudige kuast reed toe passen en eerst onaschrij-

ven /\ N als
/{\\3 :/f\T +fA\£ ( 12 )

en het resultaat naderhand solitsen, Vol_,ens ( 10 ) en ( 11 ) is

3 1 2 -
. A, = i’i Ly )_“Li
we hebben dan | 2
w, ( 1; + 15 ) .
Bi I e S W LA IS B
&5
3 0l 2
BV = bv + BV
33 = 3t . E?
W 7 W
Formule ( 9 ) levert
1 2y, 1 2 p
e e (L« 15)(1, + 1) ;
PN R I S S S S S 50 - 88 ) q « (Bl B2 ) Qp
gi i .
- ( 1 32 R r2
1.1 ] “W W Tt
- ,}.i.l.%mm - (}31Q ;. '}1Q 31” )2 J,,,
- u | vty WW
“i
F1h2 7
mlm-%:w\ ""‘1 ) L 2 2
+ 2 R - J.Jaau = EVQV B\? )( B + +B Qw)ugn
. Ci
P 123_2 &
i7i ’P
* 'éww - 2 u WQW (13)
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Volgens ( 12 ) moet

NS =N AT Lo AT KA AT

Lodat we door ver_elijlhing met ( 13 ) dircet vinden

- X J 1'\ [ 2
"W““%ﬁ” e N A - .1 1 2
/\ - = Pl e S| BN i § v Q2 v ‘
ﬁ =1 ( R TR ) 3 why By 3, %
oo™ aynboliser sesclreven.
Afleiding 2.

o a v

Wi Lecn weer uit ven (5 ), wacrin we de Ei volsens ( 2 ) substitu-
eren, Izt rcsulteat is

f1lu, 1w
N\ - 1. \ lk A .- , , i
N S IR - o w e l . . e -y o i
¥ ) | u |
) e | B L...

@

[

- - -t
of zls e weer gtellen
S 1.u
T )
- o8
@4
o B
EAET I ( 14 )
v
°i
T.w.i
L1 .
SR Y
B L.Li ]

/\x[lipi] w30, + 3,0, ¢ B, ( 15 )

Ifu .10eten we nog de correlaten hierin vervensen doa hun uitdrulkin-
Sen in tu, tv en tw‘ /e Goen dit door de op nul herleide normaalver.elij-
Idnen ( 3 ) achtsreenvolsens te verieni_vuldi_en met Lu’ Lv en Lw en ze
wan T te trelken van (15 ). In de Lonende uitdrukl:ing stellen we dan
de co~fficiénten van Ku’ X en Kw nul, dus

v
ol oy g - ‘and by
u,u u, v,
S X RN I A B B S § L, =B
s b beo |V sy Y
- J' o Qm T k» i o
U, v, v, V. W,
i7i i - i i
‘‘‘‘‘ e Lu O Lv R A Lv - Bv ( 16 )
- o v
[ 21 [ (SR
e Tt T e S
- - - - ~ -
uiwi Viwi wiwi
I PR pe e Rientl H P et e o
N Ly - v N Ly By
i t’:ri R _ mi “ _ ui N

wearaee ce overdrechtscodfficiénten %u, LV en ;M,bepaald zijn. Ve krijgen

/\mgjligiIé'zutu L b, v Lty



S I
SCarijven

i i

C =u_L
o

/\iS nu reszlrseat in ds Py ult_edrult,

wet hebben

tten we nu op de betekenis van T T

- v I
oV

- = 101 -

, en b, volgens (1), dan is, als

(17)
3 I ( 18)

WOLW

wazrdoor we volgens de voordt-

plantin g . -
. e s | CK:L ‘(1 ‘
/\ 3 / \‘ = ? - ‘
(@] i l
. [ -
( ¢ is cen constante ).
Volzens (138 ) is .
I i e [ - " . -
U el N PRV K.V AL VYL
lwﬁn}; S T SO0 NN T VR IO R T
e - i J u v ;A W
L “iLd L1 Ly Lol 4 Si
Weer volpens (10 ) is

of wo

et ooz op de eerste versgelijling van ( 16 ), lettend op

de uit-

drulloing vour Bu uit de eerste verselijwing van ( 14 )

[« RPN
...:.L, 2+ l = 0 ‘
o’i ,

1
'

Ien o

ig

cElnce .3 nul zijn. Verder

o 1 1.1,

L
. s oot ot i s ko] -
2 84

zodat dus,

TN e | AT

L
Dit resultaat is zelijkluidend
de onlogsing van het stelsal (

‘Lu = QuuBu

LV = QUVBU.

LW = QL’LWBU.

en wenneer deze waarden voor Lu, L

ontsteat inderdaad ( 9 ).

s8t-0p volkowen analoge

wigmo, dat de coéfficiénten van L, en L,
0 ”] l_v 1 W
u, 1. 7. 1.
S B R IR = T e N
u v N
G & 85 .
L =i oo 1

met (9 ), als men er slechts op let, dat
16 ) 1luidt, zie ( 6 ),

1.1,
B L (19 )

- BuLu - thv - BW W

B,

By Qe

uv

BV * QVWBW
- QVWBV * vaBW

A

- en L in ( 19 ) wordep.ingesteld



Stendaardvraacstuls IT.

Bij standaardvraa stuk I varen de betrelllingen, waarven we er weer
drie asnnemen, terwijl we het zeaotal woar e nemen grootheden weer op
5 hnehbhen esteld:

1 F Ul 4+ secas + Uple = U
1979+ Uody 55 0
3 e b § 8 0 3 ¥ \;‘w Y_“,.’ — V 1
V?“ﬁ Vo<o 5 o} ( )
s 1D - ™ N : - e -ty
\}V,‘«L 1 + «‘!2~~2 g e & o 5 w® T ‘v(r{)—l R \VO
Dit ¢ijn drias onafhanikeli jke lineaire verseli lringen. Laat nu r r .
J ———— e — o b .J. —— ) o w 1 H 29
oo e 7, ean stel waarden zijn, dat aan de betrekltingen voldoet, dus
§ c) Jiky & 9
W, T, o+ UsTe v ssosas =+ UL = U
171 200 575 0

VT, 4 ViPr 4 cewwe = V.Dp =V
19 T Yoo 575 0

W ”‘~ - “’"‘;I'f«) - e & & @ o b VW rf‘ = W
272 25 0

Trellien e deze vergelljkingon stull voor stul ven de ovsreenkomstige
van ( 1 ) af, dan krijgen we ‘

y L { P e K -+ ] - =

L,l ( .;1 I‘.I ) v u‘") \ } : 2 ) L o v v @ ® ¥ u.5 ( PS I'5 ) O

v, ( Iy - ry ) v, ( To - r, ).+ esee ¥ Vg ( FS - Iy ) = 0 (2)
wy Py-ry ) s, G S e ( PS - rg ) = 0

waarmee drie homogene onafhanlkelilie lineaire verelijkingen verxregen

3

zijn in de 5 grootheden Pi =T Lr zijn dus volgens de reeds eerder ge-

raye 1 f e 114 ot & = : . :
bruilite stelling uit de alssbvra ( zie © 5,3, ) twee stellen lineair

-

i
Pafhankslighe oplossin_en van ( 2 ). Je noemen deze stellen

a‘lg a;)’ 'Iﬂ..,al’l

Dyy Doy weeeegd

waarvoor dus

i
>

. .
u. e, = O [ uibi

o« -

fviaiv = Q { vibi ]
g.a. | = O

[wi&ij ) [ wibi }

%1le andere oplossing moet dan lineair aThanlzlijk zijn van de stellen
b, . Dus
i

il

0 (3)
0

it

ﬁi 3

of
ayX + ;¥ vy o= Py ( 4 )
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We vinden op deze wijze de waar te neaen grootheden P, uitgedrult

&

Zlimineren

or de parameters X en Y.
&lke vergelijking ( 4 )
ha met Vys Weer optellen, en net w,
verbend met ( 3') de verpelijkingsn

te vernenigvuldigen met Uy

we ongexeerd X en Y uit ( 4 ) door
en op te tellen, daar-

en ook optellen, dan krijgen we in

1 ) weer terusz. Door ( 4 ) is het

mathematische model voorsesteld in perametergedaante, mear het is het-

zelfde model als eerst door (1) wer
Voor ds P

P, zijn de waarnemingen
recties £. . De yecorrigesr

wha

5
Ga

D,
Ll,
waarneningen

d segseven.,
met de
nocten aan ( 4 ) voldoen, dus

gewicuten §; en de cor-

Tead

) < 5
X e LY v, o= DL, O
a; X+ D ¥ v vy =Dy i (5
Deze vargelijkingen worden de correctiever eli jliingen zenoend.
Bij stendaardvrasgstux 1 hadizn we af ‘el id
B o T K s 4\’ i >
&€ ;o= WK e vk LK,
Vermenigvuldigen we ell: dezzy ver,ell jkinsen et &; en tellen we de re-
smitaten saasn, dan ontstaat
S r~ = ks F rr " - s
&l z2 ca. )] Ly a. + lw.a_ |l
‘élal | iula*f{ Lvi“iihv [ i {jxw
Volgens ( 3 ijn echter de coffficiénten van de correlaten nul, dus
¢ﬂ&.£.w = ( ( 6
s.uq" 1 l:
Op dezelfde manier leidt mea af
L:J.;bié:i] = 0 C7)
Substitueren w2 nu hierin de Si volsens (5 ), dan zijn de normaalvergie-
lijkingen verkregen, nl.
L aud
2. ‘1 e g, .b.—? Y o= 2.4, D, -
i“laia{ja r’l&l it c323 (23 -1y )
s [ ] 8
e b |X b0, | v b, ( ) Lo
7.8 b, vl S 0,0 4Y =] g, R
St 1i i'i lj iV Py i
De norusalverselijkingen vepalen de »araneters X en Y, waarna dan de 81
met ( 5 ) Lunnen worden berekend. De oplossing van het standaardvraagstuk
IT wordt dus gegeven door ( 5 ) e ( o).
Jeowillen thans aol ecen ugtdru;klnd afleiden voor

ko) _,‘.F' e i A
Bl wj (s
Volgens ( 9 ) is
B ’“[&:’5:1&3.‘51 = (B 5 )X e [Qibﬁz}y - [vx% (p; -r4 )]
hetgeen cuens (6 ) en (7 ) wordt
b= [fm (py - xy )]



T ooniewy (5 ) sebruiltend, lsvert
- - \ ) - _ :
Tl Copme 00y w0 L'Qia‘i Py m Ty ) X
b .
! roL —— ~
;. D, 0. - T 10
[evs (oy =230 Y] (10)
Derekening ven I, zowel uit de =, velsens (9 ) als met behuln van ( 10 )
levert i, de practische tosnassing seén contrdle op de juistheid van het
relenwerl,
Bij Liet relisnen hizeft mesn er veslal voordeel van, voor X en Y bena-
derde waarden 75 cn YO in e voeren. .e stellen dan in ( 5 )
J
G A~ it
O
Y= 73 _ Y
0
VRarng ve KrLlgen
AKX DAY = o, -a X - b.Y —r. o+ &,
1 L L 1 L 1
Stellen we dan nog .
DL A LY -, o= L 11
“1 i%e P70 i "i ( )
waerdoor we krijgen als nisuws correctievergelis jkingen
A L oY = T 2 12
2; 4 i c L i ( )

dan zullien Qo
{11
14 jki

numericy kleine

T
i
) on dezelfde nenisr chowwd

ingen (8 ) overgasn ino

[iaa 7 & i"
vhsasa, O o e &
t..... 1 1 3 d .
a.v. ; A (T
_1_ 171 | [

{

terwijl ¢ ) werdt

o= el &L A o e A
01%.11 [ﬁgll

Bedra_en voor ds benaderde
lijkingen ( 5 ) te

L en Y op te

W
nemen, daarin
voor locsen.,

6.4,

Da cof

[

Bij standaardvrassetuws 11 né
cofactoren Letreft, als bilj stenda
ficiénten van de normaalvsr<elijk

He bekends leden° Zo is

...4_..,_..-«._ S

°1 i LW L° 1

fa

bedra.en zijn. Omndat de vergelijkingen

zijn als ( 5 ) noeten de normaalver c-—
.ab l nNY = ‘”af
i7i 1_;/\ [ iTd 1}
- - z (13 )
1 ~, — " ", £
ibioij al = {_giojfij
- X - ‘
J ["11}1‘}AK [_i i 1:1AY' 14
aarden kan men vinden door tivee ver e-
de &, nul te stellen en hieruit waarden

bhen e analose eicenschappen wat de
rdvr alxst I. 0ok hier zijn de coé&f-
ingen hct stelsel van cofactoren van
= e D 1 .13
l‘ul l*l 9[ bl ll:)]_



et volgens ( 11 ) £y oen vy slechts sen algebraische grootheld ver-
#thillen.
Voorhs is

wﬁmw‘dmﬂﬁumd'm-";» ok

L

[ es2aPs || iblpli = £1543{0 81107 * 818p8qPpPq10p * ¢+ 812 PnP P

i o 1 i i D D

5nSq8pP Doy g 3p8pBoPoPpiPy ¥ oo 081890, Po Py

. Sl .
en omdas 1
Pi H pi - gi &n Pi ¥ pi =0

wordy

. S B
~aL L ~. 0. L, |= a.b.
[“1“1 il eiTiTL T 6194°1
Voor ce anders coffficifnten gelden analogs afleidingen
Laat nu de oplossing van de normaalverszelijkingen luiden

:(\ "_!”_ T SR
Ak > o [”1ilf1 f% Qxy{.glblfl

AY = 2

% (15 )

1
o
o
4
e
4
o
L)
1
U

va“11 i

dan is

SXVE = YT Eea

DX, aT = TTY=q. =
2K, a ; Qxy Qyﬂ
TYTS = Y5 T=a,

W
s

aehben hisr nl. een zelfde situatie als bij standasrdvreagstuk I.
Dazr raren de codfficiénten ven de correlaten in de normaalverge lijkingen
de cofactoren van de belrende ‘leden. Dasruit volsde, dat in de oplossing
kran de noraaalvﬁr'clljkingzn ca ”OLfflCi ‘nten van de bekende leden de co-
factoren =ijn ven de correlaten, Hicr mocten dus de co&fficiénten in de
oplossing van de nor maalverselijizingen de cofectorsn ven de perameters
gijn. e hebdben hier natuurlijl ook veer de beliende relaties tussen de
cosfficiénten van de normaalvergelijliingen en die van de oplossing ( 15 ),
te weten

]

-
+lg.a. b, 0 =
Qxx Lbl i 113Qxy
[
KR A S T N .
@m t%vll}qu

M"'.a.b. = U
ny \

0« . b.b. ]
Q:Q‘r & w4 74T 'th’)

|
d

i
o

en

T
[t
j R
)
b
ful
.....I. .
L*«JLWMwa”J T
.
el
!..1
1
s

[“l&ibl

We zullen nu nog de cofactoren berekenen van grootheden, die een

S

functie zijn van de parameters. laat

A = clX 4 e .



Volgens de voortplantinzswet ( de algemene ) is dan

txé ,/\j-m c§c§ X + 2 c}c; 5T + c;c; Y, ¥
1.1 . 11 1.1
= 040y Qpy + 2 c4Co Qxy+ CoCy ny

We kunnen hier ook de symbolische schrijfwijze benutten. We lkunnen dan
schrijven
—r T 5
AN AN c,Q, + ¢ )

Voor d2 cofactor van een treede grootheid

3 o} )
AN c?k oeSy
krijcen we een analoge uitdrulidiing, terwijl
e are e et s
\ L= . ‘
ANEVAN (ogQp + 050, )y (e3Q + c3Q, )

5.5. Ligenschap van de umethode der kleinste vierkanten.

Het jebeurt dikwijls, dat bij esn wvaoneningsproces somuige of ook
wel alle waarneminzen worden herhazld. let gemakkelijkst is aan te nemen
dat het model in dit zeval gerseven is in de parametergedaante van stan-
daardvraasstuk II, dus

a1X 4 b1Y Ty = P

arX + bY + v, = P,
“ “ [ [

e 8 8 & n 68O & O L @ G e S e @ e

i

k + +

inX bnY r, o

Tat nu de eerste waarneains 3 nagl ploets sevonden lhiebben., We noemen de-

Ze wgalneningen p{ ; Df en p;‘, ells met gewicht 8y - Verder zijn er dan

nog de waarnenmingen p,, D esvesyg D
L

»’3,

nt et sewichten g5, B3y ooy Gy
De correctievergelijkingen zullen lulden

a1X - biY +ryo= Py Yoo zew. g,
a,X 4 bllY ry o= DY 4 Q;::%- " 3
a1K - bTY Ty = p¥‘+ti”" " g4
a,X - DY & 1y = p, s €2 "8,
cesessssieste et a0 cestanaceus

anK o+ bnY + T,

i

. o " ;
Pp ¥ <n €n
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De bijdraze van de eerste drie correctievsergelijlingen tot de coéf-~

£ S A - ,:, I2) i e e 3 o . .
\+1yleﬂu 8i84 1] van de notﬁ 1ve ell%%lnq is 3 g1a1a1 ;3 die tot blalbl
3 gqa4by7y die tot[ ;b 1] $3g404P,. Die tot[giai ( py =15 )] wordt
Veohter .

;gn die tOt].gibi ( Py - Ty )]

Stellen we nu

dan gaan de laatste twee bijdragen over in

3 g1a1p1 en 3 g1b1p1

verdoar '
deze dus een vorm gekregen hebben, zeheel in overeenstemming met die

ven de bijdragen tot de sndere coéfficiénten. We kri jgen deze zelfde bij-
dragen als we in plaats van de beschouwde drie correctievergelijkingen
nemen de éne '
L . P - g P 7.
24X A b1Y + Ty = Dy 1 gew. 3 84

waarin den dus p, bepaeld most worden volgens ( 1 ). Tanneer de waarneming
nmiet driemaal, doch n maal herheald was, zou het zewicht in plaats van
3 & dan ng, genomen moeten worden, terﬁng in plaatb van ( 1 ) zou ko~

men - |
” p:i -+ p[{ + 6 6 0 0 @ p/(‘n) -

“aren ook andere vwasrnemingen herhaczld, dan is het duidelijk, dat men deze
kstuk voor stuk op dezelfde manier mag behendelen.

' Ofschoon de eigenschap is aansetoond met behulp van standaardvraag-
sﬁuk IT zal net duidelijk 213n, dat dit een niet Wezenllgk element van de
31wensoqap is. Imwers men kan de zaak zo zien. Berst het rekenkundig gemid-
d@l@ﬁ bepalen en het nisuwe gewicht vasﬁétellen, daarna standaardvraagstuk
31 toepassen met de berelende gemiddelden als Jasrnemingen. Maar dan kan
"en de vereffenlnﬂ ook uitvoeren volgens standaardvraarstuk I, omdat dit
‘mﬂt zelfd° probleen is, alleen in andere vorm gesteld. :




_HOOPDSTUR. vii, -

\
De techniek ven de methode van de kleinste vierkanten

voor gecorrelateerde waarnemingen,

7.1. Standasrdvraagstuk I. ;

De techniek van de methode der hlelnste vierkanten kan zeer veel
over21chteligLer dan in Hoofdstuk VI ontw1xheld worden, onder gebruikma-
Xing van de notatie van de Riceci« rekening; men kan er dan ook dieper
in doordringen. In dit hoofdstuk zal dit gzeschieden.

) Wij sluiten aesn bij de afleiding ven het beginéel van de methode in
35.6., |
De betrekkingen waren

“ . o _ {
ugPl - uP i’k,l,m o 1 —) n % <n ( 1 )
° PGy TL ¥ 8 1T — b. '
De waarnemingen zijn pl, de correcties &' en de cofactoren der
ik

sarnemingen g . De gecorrizeerde waarnemingen moeten voldoen aan ( 1),
dus ‘ " )
Foot o4 F
. . - = u
uy (p~ +& ) s
of .
£ i >
u&_..u.‘ u.pt = t0 (2)
, 0 i
waarin de t(- de tezenspraken zi jn.

De afgeleide regel luidt dan

i - ik P
El_.gl u,k'ﬂi() \ _ ( 3.)
( de correlatenvergelijkingen ), met de normaalvergelijkingen ‘
GF#KF-= £ (4)
miaarin > o
. f b ’
G = giku_i ‘ ‘ ' (5)
en s

Dit waren de resultaten van ©5.6. De vorm, waarin de betrekkingen
- gegeven zijn, nl. door ( 1 ), is die van het ‘standaardvrasgstuk I. De
formules ( 2 ) tot en met ( 6 ) zeven dan de vereffening bij dit standaard—
vraagstuli aan., Voor de vehandeling van het probleem, voor het geval de
voorwaarden niet lineair zi jn, wordt verwezen naar 85.7.

Thans Wi}len wij ons bezig houden met grootheden, die een functie
Zijn van de Pl, ﬁelke functies wij voorlopig lineair aesnmemen en wel al--

dus
ok

%
AN = LP ey 1A

i

De getalwearden dezer/\™ bepaalt men door voor de- P~ de gecorrigeerde



~109--
e : i i .
. Waarnemingen p- +& te substitueren, _ ...

A*=1] (2h ) | C7)

EeN

Dikwijls zal men de cofactoren der /\ willen ennen, dle thans zullen
worden safgeleid.

We zullen eerst de cofactoren der t / berekenen. Volgens (2 ) is

A f,ri
¥ o= Uy = WP
en
v w1
| T = Uy = WP
dus is volgens de algenmene voortplanting wet der moduli
F ik P& o .
v, ot =gy =60 (ale (5)) (8)

derhalve: de coéfficiénten van de normaalvers elljqugen zijn de cofacto-
ren van de tegenspraken t'.
e lossen nu de normaalvbr@elldhlnben ( 4 ) op. Laat de oplossing zijn

Kp= Gor v | (91
dan geldt voor de GFV de cdefinditie

G 0% ‘
Volgens S ) is nu
't—(;‘, K',r,: G(::G'.'tslg 'tT = G‘()GG‘GT' = 5; (10 )
en daarna weer volgens ( 9 )
Ko, Ky = G‘wt“, K- _b Gpe = Gpg . (11 )

of: de coéfficiénten van de t7 in de oplossing van de normaalvergeli j-

kingen zijn de cofactoren der Kp.

De typische situatie ten aanzien van de cofactoren, zoals deze zich
inh de normaalvergelijkingen ( 9 ) voordoet, zullen wij meer ontmoeten.
Het is daarom nuttig,; de volgende stelling te formuleren.

Stelling. Als

h AL = A i,k,1 : 1—n | (12 )
en de h, k de cofactoren van de Ak zijn, dan 213n, als -
o I
de oplossing is van { 12 ) en dus
hj_khil - 8135

ae‘hik de cofactoren der Ai. ‘

Het bewijs van deze stelling is boven gegeven bij de afleiding van:
de cofactoren der Kf;, zie ( 11 ){

Wij willen thans bew1dzen, dat

(p TE, - 0




- 110 -

Yooreerst 1.

T T T e e
e t‘mg,(umuli)p*-ukp,pm—-gikuk (14)
Varder is ’ P

o & P 5

e, ul F'x, £ (‘:?Sikuk mgmuk (15 )

Uit ( 15 ) en { 14 ) volst direct ( 13 ). Dit resultaat betekent
dus, dat de elementen ven de yroep der secorrigeerde wa.amemingan ener-—
zijds correlatievrij zijn ten zo2nzien van die van de groep der tF anderm
zijde. Dan iz echter ook

e ey

(i;i-{*?,,f),K{gmG (16)

omdat de K{c linezire functies ven de 7z jn en eveneens

(v v+l ), €8 =0 1)
Wesens het feit, dat op hun beurt de f Y Jineaire functies = jn van de
K(v,. Ten glotbts volzt hieruit weer

T o e
1.(pl+é;1),l£’2.k=0 { 18 )

waarin de 1 , lﬁ' de co&fficigdnten zijn van ( 7 ). We hadden ook u:Lt

{ 13) onmiddalligk tot ( 18 ) kumnen oesluiten, omdat li ( p* + £* )

gen lineaire functis is van de pi + e} ’ l{{é. gen lineaire functie van

de t7 en volgens ( 13 ) elk der pi - :;,_i correlatievrij is met elk der
.
. ok
Janneer wij.nu terugkeren tot da/\, dan is
W&M« «_‘Jw B e g - com k'_... k
/\1/\&=li ( Pi + 1 )s 1;?( p + & )
x 1 RS k ) X k
=lip,llf(1ﬁ + & )+li£i,lf(p + £7)
¥
Volgens ( 18 ) is de laatste term rechits nul, zodat

/\ /\w '13’: k‘P '*'1113 r :%E

Nu volgt eveneens uit ( 18 )
: = '””‘Z“k “”’Wg"f

waardoor
AR % ey
NN = 1t st - afe, 3 | S (19)

Nu moeten nog de beide termen in het rechterlid van ( 19 ) worden
perekend, Dit verloopi ddus: ‘

2 Y o
li}? ] ﬁ lilk ?it = gmlijj{z

verder is volgens ( 3 )

Of als we stellen



21 W -~ - . '. ‘
S (20)
‘waardoor e |
2 o :
) L& =1 Kp
Dan wordt e =
: =R
1, 1&1‘ =1 Ke, Aoy
' AG -
= g P K@;
Net de verkregen resultaten wordt ( 19 )
& e :
T < AP o s (21 )

Ou deze formule te kunnen tospessen moet men de Gpo', dus de co&f-
ficiénten van de opgeloste normaalvergelijkingen, kennen,

len gaat voor de berekening van ( 21 ) ook nog wel eens wat anders
te werk. llen stelt dan ‘

waaruit volgt :
GPWL“' L™ ( 22)

De stlp in L% ¢ duidt aan, dat de index @ ( of eventueel G,T ) daar
vandaan is mehomen. In ( 22 ) komen de GF“'voor, dus de coé&fficiénten
van de normaalverg gelijkingen. Uit dit stelsel worden dsz L% & opgelost.
Men heeft dus nu niet de Guo nodiy gehad, want ( 21 ) wordt

NONR - g“‘l’i"’ - 1? LY | ( és )

De laatste methode verdlent ecihter slechts dan aanbeveling, als men
met geer weinig grootheden /A\te malren heeft, immers ieder dier groothe-~
den voert tot een stelsel ( 22 ) en ieder dier stelsels moet afzonder—
¥i jk worden opgelost. Zodra er wat meer//\ zijn is het veel voordeliger-
eens en vooral de Gf@'te bepalen, waarna regelrecht ( 21 ) kan worden
gebruikt. ,

Ter wille van het overzicht laten we in een tabel de diverse co-
factoren van standaardvraagstuk I volgen

We hebben niet al deze cofactoren afgeleid, maar dit kan dox de
lezer gemakkelijk zelf worden aanszevuld.



o i <o .
N S L T = Y
;Jk k;’ gik 'ékuf G‘Fr::f - ﬁis E'R Pi; Pk“g :g
- ‘e "Tili W:;‘ - '“};,., - 'ik ~
“t“ 3 uk gt dp T 0
o N WP—
B G‘,J-,\;F’, 5 St G s ey K. | 0
X XIE x 6 = Tiimee. |7
A T O N e st W
Pfi:kw pi, gk—-» Eif“ ,Zk 0 0 ~EI?
. P 1 9 L
ot P E B | o 0 o hYe5%E)

7.2. Stendaer dvras;stuk IT.

Bij standaardvraagstuk I iz het model gejeven doar de onafhankeli jke
betrekisingen |

u_f?i = ug i,k,1,m : 1-n (1)
f;W;T H 1—-b

lfen kan het echter ook in parameter;edaante geven. laat ai een waar-

jestel voor de P* zijn, die asan ( 1 ) voldoen, dus;

WFad = > ‘
lo"utg , (2)

dan volgt door ell:e vergelijking ( 2 ) van e:LL der vergelijkingen
( 1) af te trekken o
i iy \
ui ( P - ao ) - O ( 3 )
Hier staan nu b onafhankelijke lineaire homogene vergeli jkingen in Pi~a§.7
Er zijn dus precies n - b stellen lineair onafhankelijke waerdestellen

a% (JL,/.,Q : 1—n-b ) voor de o ai aan te wijzen, waarvoor
Wat ﬁ ‘
afal = 0 (4
BElk ander stel is dus lineair in de ai uit te drukken, dus
i i i &
Preay o= gk
of N . )
aiX + a:; = p* (5)

Volzens ( 5 ) is elk der"‘»‘i inden-Db% paramatara x‘“’ wit gedrukst,
Vermenisvuldigt men de T met de overeenkomstige ui uit één der n < b
stellen uf en telt men den op, dan is, lettende op ( 2 ) en { 4 ), aau
tia:r hetreklkingen ( 1 ) teruggekresen. Elk der n - ’o stellen uy levert o
*ﬁaw menier een betrekling.

In ( 5 ) vindt men de jrondformules voor atm&mdvrmgm II, De
oplossing wordt afgeleid uit ajhmdm&m‘wsmk I. Dear was gevonden, dat

£ - ¢l




vvaaruit direct volgt
. i Fr

808 = Wie

waarin dan, zoals bekend, de gy, ¢edefinieerd zin door gikgil aSé

en dus vervolgens

x 0 ,
gikaﬁ‘é = auke=0 ( volgens (4) ) ( 6)
We vullen nu eerst in ( § ) de secorrigeerde waarnemingen in
" e 4
B ey = p v € (6%
of als we stellen
3
vt al = £t (7)
abxto gty el (8)

Dit zijn de correctieverselijliingen ; wanneer we hieruit de £l o p-
lossen en instellen in { 6 ) krijzen we de norusalvergelijkingen.

ki ‘
BitenX/S gy et _ (9)

Ten slotte wordt, onder gebruikmaking van ( 8 ),

Ir W ' |
= 8, £ 5" = g EarX - g €7

E= - gikfiik
- gikfi kxfi gikflfk

’/J-
£1eE gik six/ (10 )

of met het ooJ op ( 6 )

i

of E = glz,

Je stellen in ( 9 )

Xk i :
lL .ﬂ.}"z G’JL//(. {11 )
en It
813;&;55 =Ty _ (12)
De normeaalvergelijkingen kunnen dan aldus worden geschreven
s '
Gﬁfg/= Ty (13)
en ( 10 ) ’ | _
= 14 M
E~gikf%*%x (14 )

Tij willen thans de cofactoren der X;Lbava“anen‘ Dagr toe merken we op,’
dat e
Fl’ %@ = Gul./uv
Dit kan gemakkeli jk bewezen worden.
Uit {( 12 ) nl. volgt

S

P, 1 ot

LN S |
= Byt To= g ety P
Volgens ( 7 ) nl. sijn de cofactoren der £ dezelfde als aie der pt,
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Dan wordt dus

P

L ok il

Verder wordt dan, wser volgens ( 12 ),

R _ k i
U P& 8®u= Gy e
hetzeen te Lewijzen was.
Nu zijn dus in de notrmaalvergelijkingen ( 13 )} de co&fficiénten
Q&y“ae cofactoren der F, . Is de oplossing van ( 13)

X*= By ¢ AM

Moo= 0%

dan zijn dus volgens de in de vorige paragraef geformuleerde stelling de
Gﬁf‘de cofactoren der X%

Met het bovenstaande is de tieorie van standasrdvraagstuk II com-
pleet. Anders dan bij standaardvraagstuk I heeft men hier nodig de 8ix?
~hetgeen betekenti dat men hier de wij omslachtige berekening de-

zer 8. uit de g k aan het eigenlijke vereffeniggsvraagstuk voar af moet
laten gaan.

Qpmerking 1.

De n - b stellen ai,zijn lineeir onafhanelijk. Men kan gemakkelijk
bewijgzen, dat dan ook de determinant op de Gik niet nul is, zodat de nor-
maalverselijltingen oplosbaar zijn.

Opmerking 2. .

Ten einde de practische bereleningen te vergemallcelijken voert msn
voor de X‘lbenaderingen §1 in en men stelt dan

= X
= X
o)
De verygelijkingen ( 6a ) gaan hierdoor over in

i i i i
aAdXA'= nT - A§a'~ ao + E;

waarin

Stelt men nu A N
i i
e N T
dan wordt

P S &
ayak = £ +

Men heeft dan een aan ( 8 ) analeoog stel vergelijkingen verkregen.
Het karakter der fl is niet veranderd, fi is p , verminderd met een con-
gstante en overigens is het probleem niet veranderd. Ir is een translatie
ﬁar parameters tosgepast.

De normealvergelijkingen worden
| GNlaxf“‘: Fy




ik .
E =g f6 «F,&/

A‘en de fi nuneriek kleine be.-

llen heeft nu echter bereil:t, dat de & X
dra_jen 2ijn.

Oonerking 3.

“““““ i v . : : , A
3

Zijn de vergellgkln;en ( 5 ) niet lineair in de X bv,:

ooyl R A

9 4> g e g A
dan ontwiliielt men na invoering van de benaderde wasrden voor de X de
functie in een rezlis van Taylor, die nen afkapt na de eerstegraads ter--
men., llen stelt dus

A A
i = K}‘4~ aX
0
waardoor _ _ 3 1
Sl S LR o Xﬁ Py s ax! QET T QE"Lb
o o 5% dxP
~1 2

de vaarden van de partié€le af_ elsiden te nemen voor de waarden X', X°,
cee P van de veranderli jiien., Door deze ontwikXeling is P°1indair
”eworden in de a”z‘ en kan men dus de ontwillielde rekenregels voor de
vereffeniny toepassen. Zijn de benaderde waarden joed sekozen, dan is de
vervansing van de functie door de af_ekapte reelsontwildkeling voldoende.
Blijkt dit niet zo te zijn, doordat de AXJ‘achteraf te groot blijkgn te

zijn vitsevallen, dan gaat men met de verbeterde gJ\, dus met de §J‘+¢AX
als nieuwe Dbenalering opnieuw de vereffening doorrekenen. Men volgt dan

een we; van een benadering stap voor stap, men past dus een iteratiepro--
ces toe. Hier zou nu bewezen moeten worden, dat het proces in dit geval
convergeert., Jij doen dit niet, omdat in de Dractijk men zelden in de
noodzaicell jikheid kowt te verkeren, dit toe te passen. De eerste benadering
is in bijna alle jevallen voldoende. Voor het enliele geval, dat het ite-
ratieproczs zou moeten worden Sebruilit, nemen we de converzentie er van aan.

7.3. Stendaardvraczgstuk IIT.

wWe gaan veer uit van tandaas eraabstuk I. De b betrekkingen splitsen
we in twee groepen, één van b1 en de andere van ( b - b1) betrekikingen,
aldus

®..i ] '
uigl = u; £.6,T: 1-—3D, (1)
. ik, 1 1-—n :
SV ) . =
ui.&.- —— uo & ’ﬁ?\’ K M b.;'-‘ 1 "‘""} b ( 2 )

De onderscheiding van de proenen geschiedt dus door het verschil in
index. Voor de eerate'groep sebruiken we de indices £,6,T ; voor de twee-
de de indices;ﬁ,ﬁ,g.

ie gaan nu voor de esrste groep over op het Standaardvraagstuk II,
zoals dit in de vorige paragraaf is jedaan. We krijgen dan



i A .

a‘%x‘*al "“‘Pl Ny ty gl 2 1*"}(11-»7:9.3) ( 3)
met

Bi e

4i8y = up ( 4 )
en > 4

ugﬁa = 0 o (5)

- , i . - .
lu substitueren wve de T~ vol,ens ( 3 ) in 2 ). Hierdoor ontstoan
L&)
de (b - b, ) betrelkin_en

o oA AT A |

. uiahK vouges = do ( 6 )
‘e gtellen nu

@i 4,

u¢aa = U% ( 7))

i o j— - 'yd

uo uiao = JO ( 3 )
waardoor ( & ) wordt

T'¢“~r.u\. m

LXT = Uy (9)

Deze wvergelijhingen vornen tozaien net (3 ) de grondvgrgelijkingen
van standecvivreaagstull IDI. De n waar te neuwen grootheden Pt zijn uit_e-
drulit in de ((n - b1 ) parancters le tussen welle X)Lde (b -~ b, ) be--
trelliingen (9 ) bestaan. Vervanjen e in ( 3 ) de P* door de gecorrigeer-

. i . . -
de waarnenin_en p Cl, len moeten we thans voor het jeval lLet verefle--
ningsprobleen jeseven is door

i, i i 1

ayX "+ ag = P74
of i i i i i i

a, X =f" + & f* = p - a ( 10 )

N o

A 7

m.e't U‘"W ( 1 -1 )

de rezels voor de behandeling aflelden. Dit lten _eschieden door uit te
sasn van oo oarsopronie lijle vora, waarin het »probleem geseven was, nl.
door de betrelklingen (1 )en (2 ). Vol_ens de rezels van JStandaardvraag—
stul: T is, als de glk weer Ge cofactoren van de wasrnemingen zijn

i

("

= g™ (ulxe wx, ) (12)
e e it

waarin de correlaten eveneons in twee _roepen sesplitst zijn, overeenkom--
stig de s_litsing in groe ven bij de betrelZiincen (1 ) en ( 2 ). Is nu

weer

- &

1”
dan volst uit ( 12 )
' Si £ @
Si"‘h = u K, + uka
Janneer vij nu leder de.zr n ver.elid kin_en vermenigvuldizen met de
; & &
bi behorende aj. en 0=tellen ont er
J L L, 3

3. .
ll"& ’z .f(‘l‘ul,. ;.P'l u-ul"K:
of volgens ( 5 ) en ( 7 ) - N :



liet behulp van ( 10 ) elindineren we hieruit de &i, met als resultaat

SRT § N
gikaigfx - UJ, = gikgffi = F ( 14 )

Voesen we hierbij de vergelijkingen ( 11 ), dan hebben we n,—~ b, + b - b
Y ay " e S o H
verelijlinden voor de bereignin. van de n = b{ parcmeters Xven de b - byl

covweldoton I, Dern. _teft (10 ) e i, oo vergelijidngen (14 ) en
( 11 ) vormen samen het stelsel der normaa_.vergeli jkingen.

Verder is volgens ( 10 )
iy igk

ik i
- [T ~ ws 2, ] K
Lik ™ S48 0 X élkf

Eid

of volzens ( 13 ) en weer volzens ( 10 )

dck o i
Byt & = WX K+ g;, 000" - g, aflx
waaruit, lettende op ( 11 ) en (14), volgt
Loplek ik X
815 = UK+ gy £ - R X (15 )

@

De situatie ten eanzien van de cofactoren van de in dit vraagstuk
vooriiomende grootiasden zal later worden onderzocht, nadat eerst in de
volzende paragraaf het probleen aan een nadere beschouwing zal worden
onderwvorpen.

Oaerxing. ,

Voor het gevael de functies ( 3 ) en ( 9 ) niet lineair zijn, worden
voor de X;Kbenaderde waarden gsxaangencmen en wordt gesteld X}”= §M'+
aXA;.Jordt verder hetgeen voor de oplossing van het vraagstuk nodig is
de T* vervangen door de pi +E}, dan kan een niet lineaire functie in een
reeks van Taylor worden ontwilkle 1d, waarin de 2de en hogere graads termen
worden verwaarloosd. In de oX  en de gt zijn dan de functies lineair.

T.4. De hoofdeigenschap ven de umethode der kleinste kwadraten.

Jij zullen op de vergelijlingen ( 10 ) van §7.3. de rekenregels van
het Standaardvraagstuk II toepassen. e laten dus van Standeardvrasgstuk
III de betrekitingen ( 11 )( 37.3. ) buiten beschouwing. De parameters zul-
len we nu voorstellen door Y en de correcthies doorw]l. Je hebten dan als
srondverselijkingen

aiYA'= £t +nqi (£t = pt - ai )
De normaalverielijlcingen bij dit probleem zijn
. by .
gika;ﬁiy = Sikiffl
zie ( 9 ) van 27.2. OFf als we stellen

' ik
831cBa8%u = G3¢A
en ﬁ .
i
gik%ﬁlf = :E;#
A ooy
BRI =




Vercder is dan, zie ( 14 )g7.2. ,

3ot ik >
g T = gt - Y (2)
Terr slotte vas in”§7.2. alseleld”
URTYTE o oA (3)
als
Dl ¢«
‘Jlt (J':‘ -3 = { ‘: ( 4 )
Volgens ( 4 ) 87.3. wes voor Standaardvroagstuk III
-y A T
k- UK = (5)
Stellen we nu N ! . ’
. by A
X' =Y + E (6 )
dan wordt { 5 )
A S
G;\./iY 't‘w G:P;I'LL‘ - {}LI";\: ‘};p.

of met h2: ooz op ( 1 )
1
G')\}{E /-' Km ( 7 )

Jllﬂlﬂ° ~en we met beliulp ven ( 6 ) de X ook uit de betrekkingen
(11 ) Vaﬂiﬁi.)., dan krijgen we

L N » A o
UAE = bo" UY = T ( 8)
Men kan nu uit ( 7 ) de Em'oplossen, hetgeen geeft
n WA
B' = G UuKa (9)
en deze uitdrullingen 1nstellen in ( 8 ). Het resultaat wordt
RV NN oA

CTGUK, T ( 10 )

Dit zijn ( b - b1 ) verge**wklnuen in de ( b - b ) correlaten K, , die
hieruit op te lossen zijn, daarna zijn de B te bereﬁenen uit ( 9 ).
Iliermee hebben we e2n oplossing van Standaardvraagstuk III tot stand
gebracht in twes trappen. De eerste trap bestaat in de toepassing van
Standaardvraafstuf T_ op de vergelijkingen ( 10 )557 3. Gevonden wordan
dan de waarden Y ' van de parameters volgens (1) en de correct1884)
van de waarnemingen. Tevens noeten de G s worden berekend, hetzij volgens
( 4 ), hetzi, door de novmaalvergelijkingen ( 1 ) met algebraische tweede
leden op te lossen. DLt is dan de eerste trap van de vereffening. De twee~
de bestaat in de berekening ven de T volgens ( 8 ). Dan worden de normaa1
vergelijkingen ( 10 )opgesteld ter berekening van de Kg, Waarna de E va&ﬁ
gen vit ( 9 ) en dus de Xh“bepaald zijn ( 6 ). ﬁ
Deze tweede trap ie niets anders dan de toepassing van de rekenre-
gels van utandaardvraagstuk I op de betrekitingen (11) £7,3. met de 'l
als waarnemingen en de G f*als hun cofactoren. Om dit duideli jk in ta
zien zullen we de bewerkingen van de tweede trap nog eens samenvabbems
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Je gereven betrelliinzen oijn

U, X" U, overzelijk (1) §7.1. )

I

: . . A . - : , A
De waarnenmingen zijn Y. hun corvrsedies 2™ en hun cofactoren G /4
da substitueren de “ecorri ».rie vanrueuingsen

D) PN
Y + I

in de betrelliingen, hetgeen ;.efl%
LY o, o ]

UGE=U -UY=1/( vergelijk ( 2 )87.1, )

A

Vo.gens de correlatenver:eliiiingen ( 3 )&7.1. noet nu

n oA d

B =07 J, Ka

7
s

. . o . R
hetseen tlont met (9 ). Suvelitueren ve nu deze waarden der R in de

¢
i

betrsz!liinjen, dan krijsen we de acriealver;elijkingen ( 10 ), die in
vern overaenstermen net ( . ) =37.7., als we bedenken, dat daar volgens

(5 ,87.1.

N A & N
il
m -
o = ’ .
L s

as.

Wenneer men belany st=lt o de correcties, die de gorspronkeli jke
Wearneningen pl ondergaan, axs Jovoly ven de vereffening bij de tweede
trap, dan kan men daar zec:r _enaelijlr een formule voor vinden. Met de

B z . 4 \ oy
parameters X hadden we vol_ens ( 10 )€27.3,
> . .
RIS i -1
a PE = 4+ =
. . X
en in de paraneters Y )
1o, a1 i
a\y =17 +m
Trel:t men beide steller overeenkomstige vergelijlingen van elksar af,

dan kout er

of N . ‘
N AL - (1)

i i .. . . .
en deze & - 2 zijn de correctiss, die de eenmaal gecorrigeerde waarne--
. i i . i ~1i
mingen p- + %~ nog moeten ondergsan om ze te brengen op pl + &7, de waar-
den, die ze na het tweede tempo moeten verkrijgen.

Scarijven we nu

;]_. - ]«Lq e :l "'w}l
den wordid
. olck R P P ky o A iy Kk *F
Oik< = gifg T o+ < u-;kf \ & - z ) ¢ glk o { )(..... )

Hierin is



omdat vol.ens de rejels van Stendaardvroagstuk IX
ik
g.i}:‘f 35‘ = 0
(zie ( 6 ) 7.2+ ). We zien dus, dat in het tweede 1id van ( 12 ) alleen
een deel overblijft uitsluitend van de eerste trap afkomstig en een deel
uitsluitend afkomstiy van de tueede trap. Dit laatste deel kunnen we nog
net behulp van ( 11 ) een a.dere sedoante gev&n, nl.

- - Cdagok ‘,k.'\ . 1 1& ,_’__ 4)\1 Fe
B4k (=7 = )( I I a‘;i“ E E GWE B

en in de laatste sodaante is deze uitdrukling volkomen in overeenstem-
ming met het middelste 1id in ( 6 )237w1,, wgarmee we zien, dat ook hier
de parallel met Standaardvrazagstuk I opzaat. Ve hebben dan dus:

,1 Ko wi,k

Sin = &yt G\“F £
en volzens ( 6 )&7.1.en ( 2 )
ol k 1.k A ¥
s SR = g Sl IS

Ilen kan dus voor iedere tray afzonderlijk de bijdragen berekenen tot
gikilﬁk volgens de belende, hiervoor zeldende regels en naderhand de bij-
drasjen =sasenvoezen.

Let men er nu op, hoe Standaardvrazgstuk III ontstaan is, door de
geseven betreliringen in twee groepen (1 ) en ( 2 )=7.3. te splitsen
en de betrellingen van de tweede groep om te werken tot betrekliingen tus-
sen de paraneters X“; danis de in deze paragraaf besproken vereifening
van dc eersts trep, die op de betrekkingen ( 1 ) en is de tweede trap de
vereffening op de groep ( 2 ) van de betrelkingen. Wij kunnen daarom nu
de volpende eizenschap formuleren

Hoofdeienschap.

llen mag ellk vereffeningsvraagstuk splitsen in een willekeurig aan-

tal trapﬂmn mits men b;i elke volgende trap met cofactoren verder werkt,

e

eliswaar is slechts aanjetoond, dat men het probleem in twee trap--
pen nmag splitsen, maar het is duicelijk, dat men op elke trap weer opnieuw
een splitsing may toepassen. Als Srensgeval mag men een vereflening op
voorwaarde na voorwaarde ultvoeren.
7.5. De hoofdeigenschap ( vervolg ).

ilet bestaan van de hoofdleigenschap is aan het licht gekomen bij de
behandeling van Standaardvrasz_ stuk I1II, dat ontstond door de betrekkingen
van de eerste Jroen de zedacnte te geven van de grondvergeliljkingen van
Standaardvraagstuk II en die van de tweede groep uit te drukken in de pa-
rameters. IHet is duidelijk, dat de vorm, waarin de vereffening van elke:
trap wordt uitgevoerd, met het »rincipe van de mdgelijkhei@ van de trapsge

wijze behandeling niets uitstasnde heseft. De carractieawgl, die gevau&@m




ziin tij de ee s e Tren a2t Sterdaardvraassiuk IT, hadden evengoed bere-
¥eond kunren worden met wﬂ”hlp ven Standaardvraagstuk I. De tweede trap
hadden we lrunnen uitvoere. nes Stendaardvraagetuk II met de parameters
2%, We hadden hier echter ook kunnen
doorveriren met de eenmaal _Jscorrigeerde wa rarneningen pl +%qi en dan hetzi]
volgens het eerste, hetzij vol,ens het “weede standaardvraagstuk. Om dit
duidelijk in te zien en ook oncat er dan gele enheid bestaat, de mandecht

,

RV i 4
Y "als wuarnemingen ( cofactoren

op enkele nieuwe gezichtspunten e kunnen vestigen, zal de hoofdeigen-—
schap op cen andere manier oprieuw worden afseleid.
Je zean weer ult ven de iwes groep n betrekkingen

U.{I.Pi = 12.;; {2 s T 1 ‘-"")b.} ) ( 1 )
. ikylym: 1-n
w. Pt o= L’,g Sy fdy 72 b1 + 1D (2)

51 {f T <i T

. S S i . i
De waarnemingen voor de 2% zijn de p~ ; de correcties aan de p
zijn de € en de cofactoren er van g*k. Voor de vereffening op alle voor-

waarden tegelijk is

i 20 ik )
£ =g ukhy,+ g uki (3)
( correlatenvergeliji-ingen ;) en
iz B in * S ;
g"‘u,uykv+ & u.ukK = 1 (4)
' "' “
g tu! ﬁn gt }.I,— t (5)

waarin
g - u‘ -~ .
+ o us P
(1

tf = ué - ulg

Je hebben in het bovenstaande de correlaten overeenkomstig de betrekkingen
in twee groepen gesplitst op dezelfde wijze als dit in §§7,3. is gedaen,
( Zie (12) aldaar ).

Door te stellen

gihu;g; = o™

Flkulu; = o*

B

worien de vergelijkingen ( 4 ) en ( 5 )
¢ r, + 6K, = +° (6)
"“RK( + 6P - N (7))

Als nu . >
Ger G = &f

kunnen we Ky uit { 6 ) oplossen. Het resultaat is



L =Gt -G 6 K, (8)
«2 8tellen vervolgens
G t = T (9)
en .
- C .3 K, =al ( 10)
den wordt dus
LR S (1)

R} ~s de corralaat, die men zou vinden als men alleen op het stel ( 1 )
v de betreldtingen zou vereftenen.
Mon ken nu uit (7 ) Ks elimineren met behulp wvan ( 8 ). Men ver-

krijg*

(¢ wa o=t/ —ao’t =4 - ofr -0 (12)
Is rieruit de X opgelost, dan verelent men de o Kw met ( 10 ).
net bovenstaande berust de sedachtengang van Boltz, die in zijn
uiterking het " Ontuwilikelin.sproces " wordt genoemd. Wij komen hier na-
op terus

[

.- d .
De correctie =7 volzens ( 3 ) gaat door ( 11 ) over in

i 113. A

- ik Fa ik =~
of met het ooz op ( 10 ) in

A1 ik ¢ il o it o, At
= g ul Ka G...

T (& Y = & W
De eerste term in het tweede 1id is de correctie aan ieder der waarne-
mingen als alleen op de voor{aarden van de eerste groep vereffend is en
die in de vorige paragraaf 7} is genoemd. ‘e hebben dus

el 1 ik

ik “- N i
’ = o UL‘\{I\,‘A - g u}{ G"J G’ K?}L

o P Ak o R

u‘kI‘-. - ukG\'“ 1 ‘g hlumh*
ol als we in de tweede term van het t.eede 1lid de indices k en 1 omwig-
selen

|

It

- i ik i1 C km ¥ *
~1~l - "} = ( & - Sllulg mumG‘['l‘\i) U.kK A ( 13 )
Nu is volpzens de thecrie van Standaardvraagstuk I

3N 1 K 1k
k) = Plap - ”}1’1)

T T bR
(27 +1m7), (0" w7
en omda®
i wlku;KF

© 3 -
- -.-\--

}fl 2 "l = & ulgkmu Kf“fﬁ'

Er op lettende, dat .
_ . P WP = glk
volgt uit ( 13 ), dat



) . - ey e+ o oo oy e ‘

SR O N R s 3

Ve se uivloust leert ons, du? e ?cheal volyens de regel van Stendaard-

vraasstuwz I de correctie * ".;1 bij het 2de tempo moeten bereikenen,

gaar au ot de colactoren von de reeds aenmgal secorrigeerde waarnemingen
i 1 —ik

- . , o . -1
P-4+ . Laten 've deze nicuve colcctoren 37 noenen, dan is dus volgens

(13)

- e ul»k,i ( 14 )
! A% )
arin der volzens (13 )
el Al il v kn
g = o g ’ll{j') U.mGI £ ( ‘55 )
Dene ecn.aal _ecorriseerde .ceineninsen zijn nu opnieuw de vasrnemingen

voor des teede phase. Je even ze 2en tieede correctie hl - )l en stellen

de aldun -1 SR e e "L)f:‘ erde niev e -zinemingsen in de e treiiiingen 2 in.
- d ]
Dit levert

e l j..\ ) j.“ ’i - <
uy ( P~ + )+ ug ( ) = u,
of / 1 i - i
T R R A
. :-.l. \)K
= ¢ wre- uig Wt

= 't';\"“ G‘K( = T)} ( 15& )
Zie { 12 ). Substituesren we nu de correcties uit ( 14 ) hierin, dan moe-
ten we de normealver_elijliingen krijsen. BEr ontstaat

uIK

BN

T

il

u . ( . g - 1 ) w:Ll{

of met ( 15 )
(& ‘uiui;- a8 lu u kmu uWG‘ VY K=T7
( G - G' C"‘,— ) K;f: = T'i

|
i

hetgean klont met ( 13 ). ,

Deze contrdle doet ons zicn, dat we inderdaad bij het tweede tempo
consequent dg resels van Standazrdvraagstwlt I mogen toepassen, mits we
slechts de Eik als cofactoren rebruiken.

_ iet is duidelijx, dat door het aanbrengen ven de tweede correcties
o ql et voldoen aan de voorwaarden van de eerste groep niet may worden
verstoord. We zullen dus moeten hebben

- i i
N

i
Dit is dzarom duidelijk, omdat e hebben
> ~
wled = 4
i
0 R
en usnt o= t

wearuit door aftrekking direct serdergencemde betrekking volgt. e kunnen
deze echter door directe berekeniny controleren., Daartoe merken we eerst
op, dat



2PU: TR NN "I '
ul ( Po+n 31( P )*‘*0
Je g ooen nl. v \
u; ( or « 11 ) = u
£ due
AP R % A T T X Uk
o (T e ), 00 )=, (7)) =0 (16 )

omdnt (e colactor met 2eu vaar cnoaen grootheid of een functie van waar-
Lenoman _vooilieden wet een alpebraiscae grootheid nul moet zijn. Dit re-
sulteat Lot met de afgelside fornules, ondat

I R N [ AN -1k
u-i ( J o 3; )7( ."") " ) = U’ig
T, ik
:ui{;" g ilgmqu Zle('] ))
T Ak AT km, ¢
= ufs ¢ eaa mum
= u?glk - &gkm‘.!;
i
T ik T kn
= Uy8 - w8 =0
Hu vordt indercaad
T i i Tedlr
Mi (f_—: s vi ) foeed U»,{J;; LllKL= O ( 17 )
Ten slotte is
ick . Lik n oo ik k iy ek X
T T A R R S A p (&7 =77)(E -
dierin, is
i, <k ko R B k k
gil’iy? ( - T ) = ._»l},u ul (‘: - 7} ) K'{J
c1o02  k k
= erul ( -~ '/ ) Klg
oo, r
= u, (f~-k “,71 ) Kf'= 0 ( wegens (17) )
modat
. ik ik R N § .k k
Sptl m ot w age (87 =T (T =T

hetgeen cvereenstoat met het [evondene in = { 4, De tweede term rechts kun~
nen we nu verder behandelen, Volgens ( 14 ) en ( 15 ) is

o \i it - O 'ij ﬂri 1 (‘? j S v o
o9 ( i 'ri ) = 04 ( g " & ulg %G f-N ) u K{:(
als j een index is gelijlksoortig met i,k,1,m,

Dus ]
)

i

(55 - biujgd™a G‘m}ul(qk
= “;K%,f ukuggjmujgfﬁﬁ*
£, - oo

€13 (&} -

i
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Hiermee wordt dan

o i 1oy k Lk “ ko k ok kT
8 (ET =M )ET =7 ) =y (2 =77 ) K, - u (e -n7)6 oy Kot

of volgens ( 15a ) en ( 17 )

e
M = t Kl‘“
vorat dus
. ogluk ("er —
glk_ P = JG _L{(;,'-r T I\.)(

een resultaat, dat we ock hadden kunnen afleiden uitgaande van ( 3 ),
hetgeen cchter asn de lezer wardt overgelaten.

llet de bovenstaande afleiding is opnieuw de in de vorige paragraaf
seformuleerde hoofdeigenschap aangge toond. Het bestaan van deze eigenschap
mealit de vereffeningsmethode zeer buigzaam en verhoogt daardoor in ster-
ke mate de hanteerbaarheid er van. Bij de meeste vereffeningsmethoden
wordt van deze eigenschap dan ook op één of andere manier gebruik ge-
maakt,

Qpmering 1.

Het kan voorkomen, dat een wasrneming niet in het tweede of alge-
meen in een volgend tempo van de vereffening voorkomt. Dit neemt niet
weg, dat zo'n waarneming toch een tweede correctie verkrijst.

Opmerking 2.

De eigenschappen, uiltgedrukt door de formules ( 16 ) en ( 17 ), zijn

van belang, omdat zij de mogeli jkheid opleveren, de berelening van de

~ik =1 i

g en van de ..~ -7 te controleren,

7.6. De cofactoren bij Standeardvraagstuk III.

De bestudering van de cofactoren zullen we uitvoeren aan de hand
van de formules van de in de beide tempo's gesplitste oplossing.



e maﬁg}xij At rob eerm -t me st veresseerd 2ijn in oo co
Tactere 0 dee Yol in Tw.esies der -7 cowsonin, hiervem kan geschie-
den vol:zns ce jedachtengang, ont.illeld bij Standaardvraagstuk I, omdat
het 2de tampo van Standaardvroa . czows IIT hizrmee overeenstemde. De Yj\
waren de waarnemingen, correcties 2 en cofactoran GV ( 11 )S7.3. geeft
de betrakkingen, ( 9 )&7.4. de correcties, termijl ( 10 ) 7.4, de nor--
mealvergelijicingen zijn. Uit d= tabel van de cofactoren aan het slot van §
7.1, lezen e direct af

T, X

f

YR TR
TO7R - EXTLR

ft

en verdey
e . : 3 TS f’)
gx, Ef = Gx G/ U\’U}»\IE"/{» end.

de hebben hierbij in de nornaalvergelijkingen gesteld
¢y vl = u'’

waardoor deze komen te luiden
gl = o

otellen we

H TY ’l’r’ - {
dan rordt de oplossing
. A
Kr=H T

Ay,
en zijn de ij%de cofactor;n der X, , zoals dit bij Stand:ardvraasgstuk I
is afgeleid.
Om@at de Pi expliciet in de }{kzijn uitgedrukt, kan men een functie
wen de P' altijd herleiden tot &én in de th, zodat men bij de practische
toepassingen steeds uitkomt met de kennis van de cofactoren der X .

7.7. Standeardvraagstuk IV.

De grondvergelijkingen van Standaardvraagstuk IV luiden

Pol P Pyt
uiP = %o + alX (1)
ihylym e T—n
{6,3,”!: o 12D

._')‘g/‘f"; N 1""';'}1

Elimineren we de h paramsters XR uit de b betreikingen, dan houden
we over b - h Dbetreklkingen tussen de n waar te nemen grootheden ?i en hebw.
ben we Standaardvraagstuk I verlregen. Zal dus het probleem zinvol zijnm,

dan moet
~ n>b~h
‘en uiteraard '



b-h o

De bovenbedoelde eliminatie kunnen e uitvoeren door elk der he--
tredkinzen (1) te vermenisvuldi en met een factor r_ en op te tellen.

P
We krij.sn dan
Foi @ e N

ru.P” =ru <+ r,a X 2

[ o TR ( )
Jiczen = nu de r, zo, dat

‘ I a: ' (3)

dan zijn de X uit (2 ) v cdweae . 3 ) .ielt voor h homogene 1. ncaire
ver_ elijinien in de b veranderli I . o9 et ﬁ) h . Als we de h stellen

ven n veranderlijken af lineair onafhankelijk onderstellen, zijn de ver-

gelijkingen ( 3 ) dit eveneens. Volgens de meermalen gebruikte stelling
uit de algebra omtrent de linecire afhankelijtheid zijn er dan b - h
stellen T 0D te schrijven, die zan ( 3 ) voldoen en lineair onafhanke-
1ijk zijn. Laten we deze gtellen noeuan r@ , Vazrin a,ﬁ,g‘: 1t —=>(b~h)
Met deder der stellen rH kunnen e dan lomen tot een betrekking tussen

de Pl, waarult de X)‘geelimineerd zijn. Z1ij luiden

F »)1 _ :’j?‘ f: .
ﬂ 0P = Tebe Asfyyg s 1T (b-~h) (4
terwijl
N
Yo = 0 (5)

Zijn nu weer p de waarneningen, glk hun cofactoren en éi de cor-
recties aan de waarnemingen, dan volst uit ( 4 )
P.i * e P i *
r,ulw =r,u - r{uip = T (6)

Vol ens de algorithmus van Standaardvrazgstuk I is nu

%

. % P
o= glkr w X, . (7))

waarin k, de correlzten zijn. Deze uitdrukking voor de <t substitueren
we in ( 6 ), waarmee we de normaclvergell jkingen verkrijgen, ter bereke--
ning van de k, . In deze oplossirg treden de r; op, die in de grondver-
gelijlingen ( 1 ) niet voorkomen en voor de eliminatie der X:h nodig wa-
ren, Wij willen daarom de oplossing omvormen en wel zodanigz, dat dearin
de r;f niet meer optreden. Cm te beginnen kunnen we stellen
%
= K
ko = Kp (8)
waardoor ( 7 ) wordt
R (9)
Na invulling van de gecorrigeerde waarnemingen in ( 1 ) gaan deze
over in P s ' F N
i - oy
u.i& = ug p + & X + a:*;,{ , { 10 )
en hierin substitueren we de waarden van %? volgens ( 9 ). Dit meeft



gk = 7 s Ty (1)
14K, A

Verder is volgene ( 8 )
aixf = air;kd
of met het oog op ( 5 )
alkp= 0 | (12)

De vergelijkingen ( 11 ) en ( 12 ) vormen het stelsel van b + h
normaalverzeli jkingen in de h paramneters X:Ren de b correlaten K, , die
daaruit kunnen worden opszelost. De vercelijkingen ( 9 ) geven dan de
correcties. Het het bovenstaesnde is dus ook de oplossing van Standaard-
vraagstuk IV gegeven.

Ofschoon dikwijls de oplossing op bovenstaande menier zal worden
verricht, zijn er niettemin gevallen, waarin de navolgende modificatie

er van een nuttige toepassing kan vinden.
Stel in ( 11 )

ix € ¢ @
g uluy = GF
en laat .
\.}
GVLG“ = 07
dan oot "2 oplessing ven do K ouit (11 )
K. =& .t + & &PW’ ( 12&)
> G £ O S
We substitueren deze uitdrukling voor de K. in { 12 ), hetgeen
geeft A
. - (:. £

en wearnmee dus de KP uit de normaalverbelijkingen geélimineerd zijn.
De vergelijkingen ( 13 ) hebben de vorm van de narmealvergelijkin-
gen van Standaerdvraagstuk II wet als waarnemingen

- P = ufpt - uf

i 0
immers de cofactoren dezer waarnemingen zijn
2, 6 = uipt , up = ufupe® - ¢
en dus hun gZewichten
GP“
Schrijft men nu ( 10 ) in de vorm
P P i e £l
Qs wypT - u uié
en stelt men ) ¢
i 8 - :
w;p” - ug =D ( 14 %
uf'e = £° (15)
wezardoor N M
aiX = fp“o-z- P (16.)

dan heeft men hier voor zich de correctievergelijkingen van Stana




[ 0
vraagstull IT met de warrneningzen pl , hun correcties % en de parameters
X . Deze zeven den met de [evicihten Go.~van de '§P aanleiding tot de

f.a
normazlverzelli jkingen
"

oy T
G acj,kX MGMa/“.; (17 )
diec overe:nstemmen met ( 13 )
Heeft men hieruit de X bepre’.end, dan le veren de verﬁeliJhin

( 11 ) ¢z Kp en ten slotte de vee elijkingen (9 ) de s' on ait is niet
anders dan het rekenvoorschrift voi Standaardvraagstuk I, toegepast op
de vergelijkingen ( 1 ), wacrin thens de X““als bekende grootheden wor-
den beschouwd.

Het gehele proces komt dus hierop neer, dat men in ( 1 ) het ge-
hele ecrste 1lid, verminderd met de bekende term up y beschouvt als één
srootheid, dus men stelt

ugj?l - uOP = ¥°
als waarnemi ngen heeft nen de }3“ 2ls in ( 14 ) met de correcties EP.
tlen benoolt nu de cofacteron af » 7 decr toe 'ussing wan de voorte
olemtin coct op (14 ) ooult o de G.» . Dacruo stelt men, u ltsoun--
de van ( 158 ), de nornmarlver,ali li-en (‘ 17 ) op. Na berekening dur Az

past men op ( 1 ) het cerste stundancdvraasstuk toe, wearin de X bekend
zijn.
Verder is nog

giki_iﬁk = u{:"‘?\:\“ ( zie ( 9 ))
= (s &) B (zie (10))
= z:r.fc“’ { zic (12 ) ( 18 )
Ook is
5t = e
=3:er> ( zie ( 15 ))
= 20 (47 25XY) (zie (122)
= GPc“éPuz‘éi ( zie ( 10 ))
= Curs €7 ( zie (15 ))

en dus volgens de regels van het tweede standsardvraaﬂatuk
gikéik = Gr;g,-'g‘ ZU = f’" PP p - Gﬁqaf’axﬂl
in welle formules weer een zantal contrdlemogelijkheden 1ligt opgesloten.

Opmerking.

De behandelde modificatie berust op een bepaalde oplosalngsmethode
ven de normaalvergeli jkingen, die bestond in het elimineren van de corre-
laten KP . Het speciale aspzsct van deze methode is, dat zij bestaat in
de achtersenvolgende toepassing van ds relienregels van het tweede anfhet
gerste standeardvraagstulc, hetgeen in verscheidene practische @QV&Il%ﬁ




tot ecn overziehtelijke behaondeling von hat probleem voert. Niettemin

kan echter soms een andere oplossing van de normaslvergelijkingen aanbe-
veling verdienen.

7.8. De_cofactoren bij Standaardvraagzstuk IV.

41j kunnen hier niet volst- . m2t enkel de cofactoren der Xﬁk, Olms
det hier de Pi niet expliciet in d- K)“zijn uitzedrukt, zoals bij Stan-
daardvrzagstuk III. Jannecer we met .en functie der Pi te maken lrijgen
en desarvan de cofactor moeten bepalen, kunnen we deze niet eerst als een
functie der XJLschrijven. Je zullen hier dus ook de cofactoren der p;+£9
moeten afleiden. .

Na de overgang op de EF’hadden we voor de bepaling der X?”te maken
net het tweede standaardvraagstuk. Dit luidde

RN — —
gﬂX =5+ EF (1)
met als cofactoren der EF‘de GFG: De normaalvergelijkingen werden
FoX e
Goafalx" = 6.a7F (2)
,fc" Sl e 2
zie ( 16 ) en ( 17 )&7.7.
Stellen we
F
c;-’,\,a._,ka/u Ha o ( 3)
dan komen de normaalvergeliaklnuan te luiden
H5px 5F (4)
en els we dan weer definiéren
3

av e

HbﬁH = Op (5)

dan is de oplossing .
5 F (

A

X
X7 = H/ Gy /“ 6 )
7ij veten nu van Stendaardvraagstuk II, dat
. x/= B (7)
en evencans, dat e
P (E7+F )=0 (8)
Uit ( 6 ) volgt
. . oT
?, P = H)y"G'PG/BC‘GP
- H’*@ié;
en dus
N — v T
X", P = H’Va’.‘;‘_ ( g }

Nu is vaigens (1)
i — - =T —- P =T
&gxl, P = e

I
g
L~
A
=)



zodat met het oog ep ( 9 )

A A

Uit ( 9 ) volgt dan wegens

( 10)

s s

=f
&5

"

E O - _
o

oy -y
_ 2F9 z =
Nu was volgens ( 11 ) 87.7.

ik £ & o LP P A
g uiukKG,_ t' + alX

of, deaar

zie ( 10 ) en ( 14 ) &7.7.
K= - 5+ af:X)“
of volgens ( 1 ) &

o~

Pr.= 5F

2t als oologsing '
- oK =6l (12 )

Hieruit volgt dan direct
Koy Ky G{;EEL, ERde ( 13)

1l

Volgens ( 9 )g?.’i. was

‘5} = g ukKe ( 14 )
Met behulp hiervan krijgen we

FEE gllugKW K!.;Li;lg
of, lettende op ( 11 ) en ( 13 ),

mk

a1 <k _ il @ Ty T /’"\ﬂﬁ & mk
<, € = guy e (ot g_xli)a/b) G VS
en na een kleine vereenvoudiging .
il €, o mk 11, € Tk e, K v
ulGFXumg - g ul%iaAH%ng Y ( 15 )
Van Standcardvraagstuk I weten we

,<i ’éE o

—
Le— ad b

g e g " "
(P'z'f‘—l)s(P"'E-)=P9P”£’:E‘
zodat met de afleiding van ( 13 ) de gestelde taak volbracht is.
et zou nu nog kunnen zijn, dat men in een functie, waarvan men de
, i A '
cofactor wilde kennen, tegelijk de Pt en de X voorkomen,
\ 7ij zullen daarom nog berekenen

(Pi’*‘g_l)?Xl»

Hoewel diverse wegen naar het doel leiden, is de volgende er é&én, waarbij
weinig cijferwerk nodig is.



Uit ( 1 ) volgt

- R R T m-mam

af’x XL (5PLEf ), ¥ &
of

. o 55w

(5P 277, x/= afﬂ'*‘“

verselijicn we dit resultaat met ( 9 ) dan woet

*f :mp
oty nie (12 ), Kf" ¢ oo s der £Fis dus ook

I{r,' V,’i 0

Verder is, zie ( 14 ), E& cen functie der RP ; derhalve is
& X%

/e hebben dus reeds gevonden, da

Volgens ( 5 ) is

P X = Y, 8;;5;’?:

Iettende op { 14 )&7.7. is

en dus wordt

(Pi*g—i— )1‘%’01: = ux if%ﬂauk

waarmee ook dit probleem is opgelost.

7.9. Standacrdvraagstuk V.

Hier 213n de grondver elijkingen

wfP = ufle ofx” (1)

Ux = Ul (2)
De vergelijkingen zijn alle linezir onafhankeli jk.
ik,1,m : 1-—n Py Tt 19D
Ayz,i’,’)( : 1—h 4,/3,5’ ¢ 1B
e hebben hier n wacr te nemen grootheden “i, h parameters X>‘, b
beurehhlnuan {( 1 ) en B vetrekkingen ( 2 ). We kunnen uit de B + b betrek-

kinsen de X ge&limineerd denken, we houden dan ger gtandeardvraagstuk I
met b + B - h betrekkingen. Hier moet dus

n>b+‘B—h>O
Verdsr onderstellen we ﬁ> B, Iuaers als h = B souden de X uit ( 2 )
kunnen ‘orden opgelost en in ( 1 ) inzesteld, waarna we genvgudig Stan- -

daardvraagstuk I zouden hebben. Het urobleem had Qp deze manier dug we



— g0

nig zin. Jas h{ip dan zouden de verzelijkingen ( 2 ) afhanlkeli jk zijn,
hetyeen met de aanname van de onafianelijkheid dezer vergelijkingen zou
gtrijden.

Voor het vinden van een voorschrift voor dit vreagstuk gaan we het
teru_brensen tot Standaardvraagstulr TV. laat daartoe Bg" gen gtel groot-
Aecewn oion, dat voldoet aan het . L .1 ( 2 ), dus

U By :; ( 2a )
Treliken we elk dezer vergelijkingen »f ven de overeenkomstige van ( 2 )
dan krijgen we het stelsel

% X LA
Ul\( X -5y

) =0 (3)
Dit zijn B linealre onaflianl.eli jito homogene vernelijkingen in de h veran-
derli jkren X B . Br zijn dus h -~ B lineair onafhankelijke stellen
grootheden 3% ( W’*’W’ 1—> h - B ) aan te geven als oplossing van

( 3 ), waarvoor dus

4 A
UyBy = 0 (4)
Elke oplossing is dan lineair in de BY uit te druklen, zodat
XA ¢ :
X" =3B, + EBiz?¥ | (5)

e substitueren nu deze wasrden van X';k in ( 1 ), waardoor we krij-
zen _ 7
ugPl = ug)—» P'B'gﬂ» aﬁﬁ;zw (6)
wearmee nu inderdaad Standeardvraagstuk IV verlrezen is met de h - B para-
meters Z‘P.
Gebruik makends van de resultaten van,@’i."(. wordt de¢ oplossing in
de notatie van het onderhavige problsem de volgende

e = gy x (7)
& cFp
( zie ( 9 )R7.7.
v . N
ufs}_wf’+ af:swz?" (o)
waarin “ N e s
pt - ug + aiBé'm uip1 (9)
( vergelijk ( 10 )%’7 T )
u + afBlZ‘? ( 10 )
& 1uk§§ A
( vergelijk ( 11 )&7.7. )
e5 ( 11
aAB¢Kf,x 0 )’

( vergelijk ( 12 ) §7.7. )

De normasalvergelijkingen, gawmd door ( 10 ) en ( 11 ) aaman, be-
palen de z2%en de K‘o , Waarna de £ verekend worden volgens { 7 ).
Ten slotte was



- 134 -

geisk KFTF ( 12 )

(zie ( 18 ) 87.7. ) N
Jij moeten nu deze oplossin, omwerken tot een andere, waarin de B
niet voorkomen. Vooreerst kunnen .e doartoe ( 10 ) met behulp ven ( 5 )

veranderen in

ix 9 3 o P.i P
& u, u}j,~ = uo . uig + 91X
of als we stellen _
ik € o
& Wi 7
en
¢ ci e
Wy = Wyp = t
A
GPﬂKW = t"+ aiX (13)

Verder vormen de vergelijikingen ( 4 ) een compleet stel lineaire
onafhankeli jlce homogene vergelijtingen, wearzen de stellen B;;voldoen.
lMoeten deze stellen ook nog voldoen aan de andere lineaire vergeli jkin-
gen ( 11 ), dan moeten de co&fficiénten van elk dezer laatste vergelij-
kingen, dus de qPK lineaire functies zijn ven de coefficiénten van het
stel ( 4 ), derh&lve

o
alK{, = Uk, ( 14)
We hebben nu de stellen vergelijkingen ( 13 ), ( 14 ) en ( 2 ) ter
bepaling van de X ’ KF en k, . Samengcvat zijn ze

¢Fr, - afx? =t ( 15)

- el K, : U/de =0 ( 16 )
. A

WX = U, (17)

Dit zijn de normaalvergelijkin”en Zijn de onbeXenden hieruit bepaald,
den dienen de vergelijkingen ( 7 ) voor de verelening der <,
Volzens ( 12 ) was
grdE o gl
of met het ooz op ( 9 ) f
g = ma e rals)
Nu is volzens { 14 )
K afB = x U,B
pINT0 4 A0
zodat, verder lettend op ( 2a ),
Sl LS (18)
Ofschoon met het bovenstaande de oplossing gegeven is kan nog van
‘beleng zijn, op te merken, dat het soms voordelig is% het vijfde standaard-
vraagstull tot het derde terug te hrengen volgens dezelfde gadacht@ngam&;

' wonarmee het vierde tot het tweede kon worden gereduceerd.
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Trr« .1 - N . . o . <

et ( 15 ) kunnen de K. op de belrende wijze in de X Mworden uitiedrulet
als volgt ‘

' o X

K= GosalX’s Gt

(W)

diermee lunnen dan de Kyuit ( 16 ) ze€liminecrd worden, hetgzeen geeft
, _ .

— N\

© YA &, P
bt GP“‘JD: o X -+ U/-,ekol = Gfx-;z/},}‘t{ ( 19 )

et het stelsel ( 17 ) vorwt ( 19 ) de normaglvergelijlzingen van

het Stendeerdvraagstul IIL, dnt men krijgt, als in de oorspronkslijlk
ver;elijitingen (1 ) gesteld wordt

o1 =

wpt = pf

i
met de wacrnemingen
( 20 )
en de correcties

<> 3 — O
w, e = £
met cofactoren der pl
5 ik # ©
g o LTS
o 1%

afgeleid uit ( 20 ) door toepassing van de voortnlantingswet, Dit Sta
cardvracgstul: IIT ken den desgewenst in 2 trap.en worden behandeld.
Standaardvreagstulk V kan echter ook direct in twee trappen worden

opielost. Men kan nl. eerst de betrekiingen ( 2 )

|
1

A__ oL

U.X" = U] (21)
buiten beschouwing laten. De cerste trep is den de oplossing van Stan-
dacrdvracsgstuk IV, uitgaande van de vergelijkingen ( 1 ). Men vindt den
voor de parameters waarden Y’A, wzarbli] men de cofactoren berekent, Doze
Yb"zijn dan de wasrnemingen voor de tweede phase, die bestaat 1in een ver-
effening op.de voorwaarden ( 21 ), waarbij voor de decorrecties worden
herekend, wsarmee deze Y:Novergaan in de XD\

Welke van de drie geschetste processen men zal toepassen zal af-
nangen van de aard ven het DHrobleem, zoals zich dat in de practijk presen-
teert. Men kan daarvoor geen vaste zedragslijn geven.

Om geheel volledig te zijn moet men nu nog een studie maken van de
cofactoren bij Stendaardvraagstulk V. Wij laten dit achterwege, uit de over-
weging, dat dit standaardprobleen weinig zal worden tosgepast en als het
moet worden gzebruikt veelal niet de vrij ingewikirelde algemene formules
van de theorie zullen worden gebezigd, maar voor de berekening van de
cofactoren eerder pezocht zal worden naar speciale mogelijlheden bij het
te Dehandelen probleem, die gelegen zijn in de bijzondere waarden van
coéfficiénten of groepen van co€fficiénten.



HOOFDSTUK VIII.

De rekentechniek van de oplossin; ven een stelsel normaalvergelijkinzen.

C.F. Gauss heeft reeds een r:litenschewa voor de oplossing van een

- stelsel normaalvergelijlin en. jien vindt dit op verschillende plaatsen
in de literatuur ( b.v. J.l., Tienetr.: Ovsyr de oploseing ven een stel.-
sel lineaire wver elijliin-en, Ti, sehrs ™t voor Kedaster en Landmeetkunde
Gd. 1 Octobver 1945 ).

Hizr corat dus volstaan meti de Hijvoeging van het schema en een
cuitgevierkt eenvoudis voorboeld.

Voor het behandelen van grote steslsels ven normeelvergelijkingen
heeft men naar andire methoden sesocht. lliervan is het " ontwikle linge-
proces " van Boltz ar één ( H. Boltz: Entuwicelungsverfahren zum Aus-
gleichen geoddtischer Netze nach der lMethode der kleinsten Quadrate.
Verdffentlichunsen des Preuss. Geod. Inst., Neue Folge 90 ), op blz. 122
gencerd Dbij de belandeling vai Standaardvraagstuk III. Het proces komt
oD het vol,ende neer. '

De gegeven betrciikingzen worden in twee groenen gesplitst.

o1 -
ui;i«’ = ng Yrho, T ot 3 o b1 ( 1 }
. LyJi,i,m:1—>n
A p . At Bl |
u_i,i; - L&: M) (1: b : "‘1 ’ ( 2)

} ° bq<fb<éa

Dit gijn de verselijlidn. ca (0 Y ew ( 2 ) van blz. 121.
D2 normaalveryelijliin en, cveucans in twee groepen geeplitst over-

eenlzonstig de splitsing in Je jroejen bi, de betrekkingen, zijn:

I N ( 3)
A
e, « efx, = tP ( 4)
( vergelijk ( 6 )en ( 7 ) o> blz. 121 )
waarin: o gikuiﬁ;'

PR S

G :1‘;: “-ilfu\kmﬁ\

= 17X
an g B s _ (3" i
T =1, up
.k B1i
'ﬁﬁ u u.a - ui_g‘
Is hu ey ¥
Gpr& = St

den luidt de oplossing der Xp uit ( 3 )
g oS
K{a = @fﬁ”@qw &?@G ) (85X
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Men stelt nu

‘ Ko = fe;‘{o +aKg (6)
Wwaarin
zodat dus volgens ( 5 ) .
XA
QKo = = GG Ky (8)
Met ( ¢ ) wordt ( 4 )
effixy + o™, - sF - offr Z, (9 )

of na eliminatie ven s met bekulp ven (8 ) en van ﬁ%>volgens (7))
(G“ﬁ’..G ey 5, = wP- G/O’%[qyt ( 10 )
( vergelijk de lormules (8 ) t/fa (12 ) op blz. 122 ).

Men begint dus met uit de eerste ;rocp nornaalverszelijlzingen de ter--
nen wet de Ky wey te laten sn lout de overblijvende Lf,, die daniko WOor-
“lenn genoemd, op en wel zo, dat men de £t als algebraische ffrcm't;l”.Lecieu in
‘Ge oplossing meevoert. Men krijst dan volgens (7 ) de K, als lineaire
functies der t% , wasrmee dus de Gy zijn bepaald. Men zou dit procédd
misschien eenvoudiger kunnen kenschetsen als dat, waarbij de GPG-Worden
berekend. llen berekent nu " |

Gy 67 = z%
( " tussencorrelaten ™ genoemd door Beltz )
en- daarna G@JGdGG(ajZ Z‘i(} ro/‘))
Volgens ( 10 ) is dan

L~

(¢'® - z{fo’/@ x,= s 2"

e

N

of .
P, = o f

Hieruit lost men, weer met algebraisch T/% de K, op. Dus
Ky = grﬂ

met

rfi(a; S 7

Hdiermee zijn dan de H¢{5bepaa1d. len lan nu X, schrijven als functies
,der'tﬁen el . ( . p
' Lo
= H PoozPs™y = - w1 ,z[%h 1 ab ( 11
KoL aﬂ( t & ) dﬂ’@’ ox{& ( )
en evenzo de Kf’ |
E, =Ko+ & Kp
; 5 P 1" F
of volgens ( 7 ) en (8 )
Kp = Gaat® - Zdld

:Er PG’t - Zd\f‘.{ﬁ( 't/o... Z[
= (Gt ZPZ‘S"H%*W, ",Zﬁ%ﬁ*’?ﬁ (12}
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In ( 11 ) en ( 12 ) is dan ce oplossing met algebraische % en tﬂ
verkresen van het complete stelsel normzalvergelijkingen. Men zou deze
oplossing kunnen voorstellen door

(_i.

Ko = Ipot + I./Qt/

r P
Ky = Ligt® + I, pt &
waarin dan
Idﬂ= Hmﬁ
To = - I{Jﬂz ?

pG*Gg“TZI

Hierna kan men het proces herhalen en de thans opgeloste normaslver-
gelijliingen combineren met een nieuw stel normaalvergelijkingen, welke
handelwijze men ad libitum lkan voortzetten.

Leat men elke c*I”oep uit slechts één vergelijking bestaan, dan blijk
het, dat men met de oplossingsmethode van Gauss te maiten heeft.

Het toepassen van het beschreven ontwikle lingsproces is slechts dan
voordelig, als het merendeel der G*%nul is. Door een handige groepering‘
ven Ge normealvergelijlingen ltan men de moeiten, verbonden aan het bere-
kenen der Z?;, sterk reduceren, omdat vele dszer srootheden dan nul wor-
“an. Voor de vereffening van grote crishioelksnetten is de methode nos al
ecng toesepast, ‘ A

wen kenf ook nog een " substitutieproces ", eveneens door Boltz be--
 heht. Hiervoor wordt echter naar de literatuur verwezen ( Verdffentli-
chungen des rreuss, Geod. Inst. Neue Folze 100 ).
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HOOFDSTU IX .

De contrdle van het model en Gs numericle beoaling van de modulus,
middelpers fout.

9.1. Inleiding.

HJet is een voor de hand 1lig .end verlongen van de waarnsmer te wwillen
weten in vellle mate zijn "roarnsminzen het zangenomen mathemstische model
bevredigen en het is duildelijk, dat, zo dit model jegeven is op de wijze
als big stindaardvraastw. I, de tejenspraken in de betrelringen uitsluitb--

- hierontrent geven. De woeilij'hieid 1s, dat de tegenspraken niet uit-
gluitend toeeschreven unnen worden azen et fluctuerende karakter ven de
waarnemingen: de neerdere of mindere mate van volkomenneid van het sebruik-
Te model llomt er eveneens in tot uitlng. In de bestaande vaktaal noemt
nen de eerste scort invloed toevallige " en de tweede soort " systemati-
sche " fouten. Deze beids namennjassen slecht in de (jedachtengang van de
door ons ontwill.elde theorie ; zij stamien uit de klassiele beschouwings--
wijze, wazarin het begrip " fout " een centrale »laats inneemt. Men Xkent
daer een " vare ! waarde van een te meten _rootheid tegenover de pzemeten
waarce . Jare waarde minus zeneten waarde noewt men dan de " ware " fout.
Beide beyrippen: ware waaorde en ware fout zijn nutteloos, omdat wij ze
ninmer zullen kennen, Bovendicn is de ware wazrde een physische gbsurdi--
teit: een neetsterf b.v. heeft jeen vare lengte. Verder kent men in ds kxlasg--

ielze theorie de  schijnbare “ fout, dot is referentiewaarde minus wsar-
neming, waarbij als referentiewoarde de vereffende wsarde volzens de ue--
ncde van de kleinste vierliranten wordt sebruikt. De schijnbare fout is
dus de teen/estelde wasrde van de in onze theorie o)tredende " correctie *
aan de waarnewing. De ¥lassiele beschouwingswijze leert verder, dat do
fouten, die de waarnewmin sn aganhkleven, ven tweeerlei aard zijn: " toewal-
lisze " fouten en " systenatische " fouten. De laatste fouten worden als
een naspeurvare soort edacl.ts b.v. Toaten, veroorzaalt door temperatuurs—
invloeden e.d. Als dezZe in jenoe;zaue nate verwiljderd zijn deschquwt men
hQetreen overblijft als de toevallize fout.

' De critiglt op bovenstaande jedachtengans richt zich op de volgende
nunten:

1ste het vooreop en centrgal stellen van het begrip fout is onjuist,

Er kan pes sprale zijn van een fout als eerst eean referenties waar:
de is gedefinieerd. Deze an niet anders dan een functie van do
waarnemingen zijn. De waernewmin, is dus primairy en logischerwij-—
ze behoort deze het uitzangspunt van de theorie te zijn

28e de ba&rlﬁuan ware wgarde en Jare fout zijn nutteloos, omdat ﬂij

 pure ficties zijn en de waarnemingsleer het er zonder kan daanwg



33@ de toevelli e fout is nist gedefinicerd.Aan het elimineren van de
systenatische fouten lowt nl. jeen eind. Het is stellig verwerpe-
1ijlz, het begrip toevelli_e fout te gebruiken alsof hier van een
behoorlijk gedefinieerde srootlieid spreke was

4de  de nzam s etematische Tout is in hoje mate misleidencd. vaar " fout
in qz xlassielle theorie steeds betrollien wordt o. de waarneaing,

als et rore de tellovtloning dooiwvan sanjeaft, wordt coor de naan
het fei? verdoezeld, Gat het o.treden van systematische fouten
wijst o» onvolkomenhedan van het mathematische model.

®

Het verdient sterk aanbeveling, de gewraakte begrippen uit te scha-
kelen, hetoeen dan ook in de door ons ontwil:elde theorie is geschied, Dit
was overizens jeen lasti; problsem, omdot ezn enkele van deze begrispen
in een reéel sehouden opzet voorkont. .ij lennen slechts de waarnemingen,
het mathematische model 2n de reszel van de nethode der kleinete kwadraten
&ls het middel om de wearnemin_en zo te corrizeren, dat zij in het aenge--

omen model assen.

Het model kan meer of mincer volledi; zijn en de waarnemingen zorgs
vuldiger of ruwer zijn veriicht en deze beide factoren benalen het bedrag
van de te_ensprazen bij substitutie van de wearneningen in de bvetrell:in-

gen van het model. Dit is dan ook hst lennerkende van de situatie.

-

:
9.2. g £5"

De uitdrudiing %£§§{=K@e
bevat mogelijkheden voor de beantwoording van de vragen, in de vorige pa-—
ragraaf gesteld. 'e zullen deze daarom thans aan een nader onderzoek on-
derwernen.

Volgens de normealver;elijkingen is

P e
“ G Kg= %
en dus is . glek GF -
Uik - . -&LPM.-G.
Het tweede 1id schrijven we als ezn som van Lwadraten:
11 1&..-(7- L2 1 e
GUEE, ¢ 2 61T, 4 s ¢ 2 GTPIT 4

PRk I e o

28 ¢ % 4 WO AR T LLO PO S L OB R E DB R eE e e

b
" N G%Kb =
G‘ . ‘ ﬁ‘ 2 )
= (dG K.l-?'whg F sssea w‘m;g};; +
- el G'“G FUTIRI X 1"@
ol G ¢ ) K :g \ ﬁ L - K $ v esene
{ g & oo KKy + 2 ( | Q“TT' KKy e

13 13
G G } BK} Lemannl Tk



L .@.E?.;E JE,K, -
G

r is nu eén Lwadraat afzesplitst en wel zodanig, dat alle termen
ven de oorspronkelijlie vorm, waarin 31 voorzont, er in zijn opgenomen.
De termen, die overbli ven, vormen een Lwadratische vorm met b - 1
srootheden KF . O a8 ijze, zoals it met de oorsjronlelijle vorm een
Xeer _edaor is, zon nu van de overvlijvende terien sen vadrsat worden
afgesnlitst, waarin alle terien met KQ zijn onsenoaen, O, deze wijze
voortgaande loms wmen tov een sonlitein, in b Lvadraten. iet laatste lia-
dreat bestaeat uit 1 tevrw, nl. Doy, et edn co&fficiént.

Volzens de onlossingsmethods van Causs voor de normeealverpeli ine
sen worden achteresnvol_eneg de Z%O setlinine2rd, Ha de esrste stap in
dit elininatie--proccs, de slininatie van Kq, komen de resulterende ver-
SGelijirinzen er als volgt uit te zien:

L SRS S GB;‘% Y 1L Y
12,12 12,13 12,.1D
22 G TG v 23 G TG _— . b G TG -
( G°°~ 'Eﬁ'” )»_2 O - j}.?.r.., }“3.,._;“‘,. ( ¢'°- N..gﬁ.m )Kb
g2
2 @ 1
=1 - Syt
G
13,12 - 13,13 13
23 G -G _ 33 G -G , 3G 1
( G - '“'"‘“T-!' )I\.z - ( G uad ""G"T’?"_‘ I{3‘T‘uo-oot-octv =% - (‘;‘1"2‘" 't

enz.
Ter bekorting zullen we scarijven

(22 _ g'ee!?
| AT

12,13
G23 G’ "G 623(1)

L

¢23(1)

- ATl = enz.
ot
12
2 _ G 1 2
oy B = t°(1) eng.
G

Cebruilr malende van deze notatie en voorts lettende on de eerste
normaalverselijzing, hebblen we

! | | | (1)
gy EE = (\7.%.,.1-@‘)2 + 6P2(1) 15K, + 2 673(1) Ty ¢ e v EO0(1) EEy

en ' :
G11K -+ 6121:2'&' CRCEE B S A ":“ Gibz{:-bz t1

3
B2 (1)Epreveneen s G20 (1B £2(1)
623 (1)Epteneinnenn et @R (K= $3(1) (2)

LIRS A N I I BN I B O B I N N RO N N ]
«

2Dy : o, v _ 4D
G (1};{_2+»:00mwwtaam”§‘ﬂ' (1)%*t (1)



wij paan het »Hr
sEdaan 18,
elimineren uit Ce

Stellsasn we nu

voortzetien. .'e

norm ::lvc“'s

n aet
1uit (1)
J—w—lll (e .\.L2 o

et bovenstaande de eerst
zen niewy vradras

G*‘(1)
enz.
;,l‘.‘. N 2 ﬂ23 ,1 \ o
£2(2) = £7(1) - Ttk o $5(1)
22
¢ {1)
dan lmwijuen we
- ‘:,igl_ _ ( _.-Jt ) ) ( _r(_i) G’ 2 » -7«- o bb - ine T:‘
G531, < T W )‘ )I N cee - GU7(2) EID
il \fETT” \f',4 ol
en
Al w2 13 | ) T g
G J-;u--1 i C I\Z 1 (= .:.>434 0O @ 0 6 06 & 0 v 0 60 90 T G' I--b - .t )
622 (1)mye ‘“3(1)¢w3 e+ CTR(NE, = 12(1) g
27 . 7 R
G~J3(2)Z\:3’: @ 0 ¢ 0 & & Cc o @0 - G",J(Q)IC = tJ(Z)
., (3)
CERTED) SR s*P(e)r, = tH(2) )
° o L] L o ° 6 w & ¢y C LB G ¢ o © 2 0 o 0 ° o ® 0 & % 0 O 2
g | {
30 ¢y ST P N )
C ((... .1\31 o e 0 0 & o e o G’ (Z)I\b - .t (2) )
On deze wijze lunnen we Joorjaan to alle .wadraten zijn afge
plitst. 7=t resultaat wordt:
ghe¥ = )20 ¢ £2(1) )2seer (=
7 ;]"“‘GTT ir"’}?‘“
en )
A1 L A12 - 4130 - 10 - .- i *
C k\—" bl G .«....2 “ G —--3’\“ o o e a4 6 o B o0 ’IG J.*..-b - -L g
fQ 19} .
Cz—(‘i)I’:r) :G23(1 )113"»'.00 o o ¢ c v a8 o ° o’i'G2 (1).&.;1 = t2{1) g
33 w o . 3b i7e - 3 ' )( 5
C (2 1&3' o 0 ¢ GQODUGJOQVG- (E)I.Xb -— t (2) )
, | )
o 3 6 T ¢ £ 00 9 6 ¢ G v O 008 06 LT c e 8 0 ¢ 0 & o \
6P (0-1)Ky = B0 (b1 )g
Het eliminatieproces ven Gauss levert ons Gus alle grootheden, no-
dig voor de splitsing in kwadraten ven gikf}ak;,waardoor deze s»litsing
dus geen extra werk nodig maalt. f
Wij zullen nu onze aandacht richten op het stelsel der 00¢actoren
van de in het tweede lid van ( 4 ) voorlonende rootieden. Omdat

”?“”**F

11
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is

verder is

i
CT
1
2
-
i
i
1
iﬂ :
[ep]
|
O

ot
ct
(OS]

P

-—t
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I

t
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d.
OS]
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i
cF
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I

[op]
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(U8
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Q2
-—
-

1l

<

enz.

1 . , . - , -
t  dis dus ongecorreclateerd met alle mdere hekende termen van et stel

a
sel ( 2 )} en derhalve ook umet alle andere belende termen ven het stel-
) 1,
D . .
(1), t2(1),... t7(1). Hieruit
a

e
sel (5 ), omdat dezc Functies zijn van t
2 € haalijes van et eerste kva--

-~
i

volzt den weeir, dat we uitdrwi.ing tussen

)

2

in (4 ) ongecorrelavzerd is mst alle overige uitdruld:ingen tus--

§

sen de haaljes,

Tig merien nu nol ov, dot in ¢ laatste b1 vergelijlzinzen vean (2

de codlficifuten van fany Ly eeca. I., et gtelsel van cofactoren der
2. 2 IS N "
(15, 7(1), eeee. (1) vormsn, b.v.
e et e I
2 37040 2 G 1 2 2 G2 1
00, B0 = (8 - R e, £9(1) = +7, $2(1) =%5, 8- vl
G g’
dus |

o= 6®3(n)
T

-t
itierdoor bastaab rat 4it betreft cen volkonen overeenkomst met de oor--

spronkelijite nornealverzelijkin_en. .¢ moeten dus ook i.ebbhen

[ P RN U U A e e e e

e £2(1) i 82(1) = 1
T V) e 800)

terwljl ock weer correlatievrijheid bestaat tussen -mzﬁ%?#wa t2(1) met
Voo (1)

alle in ( 4 ) volgende uitdrwilsingsn bussen de heaa¥jes. In

A b £3(2),
Va2 Ve33(2) (2)

e 00 c o g = “"‘:_’"’8‘";'0"‘“""““‘“‘*" -t (b""1 ) ( 6

hebben we dus voor ons een svel grootiieden alle met cofactor 1 en dus
met

modulus//u., die ongecorrelateerd zijn. Hierop kan, mits hun zantal
voldoende groot ig, een ondsrzoek door beschouwing ven hun verdeling
worden ingesteld. .

Men komt tot dezelfde Tl als men de grondbetrekitingzen

R % N
u, P =-u
i go‘

deende limeaii +trangformatis ondarwerpt:
| T

A
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Houd de serste hﬁgrekYin; onveranderd san. Vorm een nisuwe tweede
baetrekliing door er - §3W~ meal de eerste van af te trekken. De codffi-
ci&nten worden dan G

2 2 c¢? g
ul(i) = uy - ;ﬁﬁ- uy
&
en de te enspHraar in deuze nieuws verweli;kinq

12
l? ”t-.
By - - Gy

¢!
Verminder de derde hetre “.ing net wﬁw-uaal de eerste, en vggr de volgen-
I dom

den analoos. Verminder nu de nieuwe derde betreiking met ggéill-maal de
G
nieuwe teede betre'l.dinzg. e Liii_eun dma als coéffici@nteﬁ (1)

w“ 23
3 o
w(2) = uj (1) - -S0 W2
en voor Je te_ensoraal I 3&1)
) 3
(20 = £3(1) - LA 2 (n)
ke
enz. s (1)
Sawen_svat worden de niewre hotrellingen en de tegensiralien
1 i L
wy ST oE g I
2,04 2 -
ki(1)* = uo(i) s (1)
w(2pt = wd2) ;P
. .
ul (o-1)2k ud(b-1) ; t°(b=1)

Jomen nu de vergelijliingen no edeeld in opvolgin. door
Vel V21, Ve, ..... Vemen

dan krijgen we als resultaat van deze lineaire transforuatie van de oor-
spronlceli jlze betreizinge: een stalsel
1 -
ERFY

= U
i o _p
die sluitleden onleveren Zeliji zan de T uit ( 6 ).

en Xan nu _eneilielijl nagaan, det de co€fficiénten van de nlervi]
. . P
behorende normaalverssli lingen Gf: worden:

e fS
T

¢
e

= O =ls r’# G

i

1 als p=0

wasrdoor voor de correlaten Kk,verkregen wordt
£, = %

w2
Rb = %

ensd .
Verzelijking van deze vergelijkingen met het stelsel ( 5 ) doet het verw
band tussen ds K@ en de Ko zien. Verder is
L T A e O (
~welk resultaat overeenkont met ( 4 ).

]
el
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Het is duidelijk, cat door een liueaire troneforuatie van de betrellin-
gen, zoels er boven éen is uit)evoexd, de é} niet veranderen. Imusers elk
woarcestel der Pl, det aen het oorgr-ron’elijke stelsel betrelliingen wvol-
doet, voldoet ook aan het nieuve en oum,eleerd.

S.3. Eerste conclusies.

De niewve voorvoarden zijn:
L - Sl

en dus zlin volzens de 1L..Coslv del Mx.LPmlx ;sreelzsen de ¥{ , ouwdat zij
on_gcorrelateerd zijn, _rootueden, alL aet es=n normale één- dimensioncle

av o7 ..n arden afgeleid. Zij mosen sehsel

b

".1

weainegminsereens, die wilt dic

. . ”
2ls waarneningen word:n Lescliowsd. s i} et begin van het vraagstu%/m°
cangenonsn &ls evenredl .izids’ielor, noQ Ly

2 11 2

’.\4..2)

-

Gan is, oadat de cofactowcn fev £F aie 1 zijn,

2 Lr' 2« 2
y R = o X e e ee e sea 0a = g =
M S Vat S
De waarneuningsreslisen, Cic bij de T ' velioren, hebxwn dus alle drzelfde
nodulus A zij zijn identiell. Daaron mo en ook alle £F a1s @ waarneming en®
van evnqel¢ue crootieid woolen neselhouwd, die in dit geval nul is, hetgeen

) 2

volgt uit hst stellen ven Je opave, nl. ol s vacrnenin_ en pl TO TE COor-
rigeren, dat zij aan de vo:rwaarden voldoen. Hier moet echter wel uit-
lrureli jiz opgenerkt towxden, Jdot bij bovensgtaande redenering uitgesaan
wordt van de onderstelliing, dat het mathenatische model voldoende is en
dus de tegensorelen [ehezl of vour Let overgrote deel veroorzaalt iworden
door de nornels onssller...othi i e Joirneningsultkonsten.

i moeten ons o oz Jus ols volst voorstellen: ledere TP heeft

in eerste ezanleg een ei en norwill Liestogren met modulus en voor elk
. - [ . 5 . i
dezer historraruwien Heosclilll en Wi oovel zen arnening. Verder eten we
& Hi

dat isder degzer wesrnc.lin:on oo alwildns ten opzichte van nul is en

als er meer waernemli,eu el (AsTo Tan warsi, (~ze on Ceze nulwearde zZou-

den schorielen. Je waaer dus J¢ o oosto.raien a0t deze nulpunten op el

kear gelegsd denken, de nisvo roalwn iwoeten elltasr dan bedekken, waardoor
, 2 . . 4 Y

we ze als één histosran .io-:a hescrowren, dot dan b waarnemingen heeft.

Als nu b behoorliji Jrovew 1

m

Do oach deze vard-ling statistisch gaan be-
handelen en verzelijlen -et cnder: noraale verdelingen. '
Is de ondsrstellin. ten acuzicn van et model terecht gewaést, den
‘zal nu moeten blijken, det C¢ verd;ling der ffgnormaal’is en de modulus
er ven overeenstemt uet de modulus, zoals deze voor de vereffening van
?hﬁtMgqu%aamjaangénum&n;waa, beuoudens dan de normele onzelerheden, die



in de modulus ala sietisti
De ontriliielde _eloelhte
geer veel overtollige waorae.ansszn,

Dit is nu een eis, waecroon

) g
nhsz n‘\)

slecits ia zo
Ofachoon de ontwillieldis

wenste contrdole volled

noy; mogelijkhieden zijn, die, hat
SIven in
et

clig,

wi ] dan

lediys, althans eniy inniclit

3,
e

fening en die bij vereslenl

IRTENER Y

nen vinden. Wij cijn dan jenoodz. te

of zodanige arootheden, die onarhanliclijit

metie von de vocrwaoorden. In de eerste

i ) .
&5, Deze correcties zi n invorimnt

betrelliinsen. Zi; hebdboen cehtes

secorrelatseerd, ter.ig. ne als extre

Lelijk zijn door de betrell in_en. Diy aocut niet
semeen wel baweven lLan, cnt, wan.eocy de
recties _oroter zijn don het_een hiervoor

ealiteit van de
ietes net het

JasraAZ.ILISER 1A, UovGin

netinienastisee fowel nist in

ondorzeal: ltont el el Lir o Jdoue Lacnier

9.4, De midcelbare Tout.
e keren terug tol de violnlia, van
Jenneer wij theouo de ve:“elldd¢n (7))
° o, LD
<. 1_2_12:» - 36-1_t1 . {th
1.5
voor ong nemen, dan hneb.en we nierin een

die onafhankelijl. is vai de tronsfor.cetie ven de betrekliingen,

ldzaue
ad-elr,in ol

oo loa veveeloldTen, rijst de vraag of er

vnarde van de uit
weiniy

vlaets zal nen dan de
telenover
lietzelide bezwaor

coanlicatie nol

tesengnreien en dus ook

gene sroooneid te vervachten zijn.
.0 allsen worden toegepast als er
lus zzer veel bhetrelliingen, zijn.

sevallen wordt voldaan.
de enize is, die ons de ge-
stellicht
noodzalreld jkerwi jze ninder vol-
sevoerde verefl-
betreliingen tospassing lun.-
zoel.en nacr een zodaniyg proces
zijn ven de lineaire transfor-
en aan de
cen transformatie van de
ale de tp : ze zijn
alsebraisch afhan-
ey, dat men in het al-
de cor-
szaclijlerviys op grond van de
verwacht, er waarschijnlijk

oirGe 18, Tot een methodisch

niet,

de ¥, die cen modulu:/;&had.

van ‘§ 2 van dit hoofdsfuk, nl.

Y oheece F Eh¥b (1)

functie van de 1 voor ons,
irnaers

dit blijkt uit het cersvte 1lid. In wiskundige taal noemt men zo'n vorm

ezn avsolute invarian’, hier dan tsgenover een lineaire transformatie

van de betrel’tingen. Het is in dit _eval
Om ons los +te molzen van et cantal b der

de enige ( absolute ) -invariant.
kwedraten in (1 ) delen we

door b. +e krijsen dan als ve het auot;ent door m2 voorstellen
l ‘s 1" b b
G E O s 242 L s 1%
2 iln= -
m P - e <o
b b
De aldus gedefinicerde grootheid u { nen neemt voor m a2ltijd de po-

sitieve wortel ) vordt in de
genoemd, Wij zullen deze bensuaing
geschikte grootheid om ons een indrw
der f”,
duidelijk, dat de zZe ene
formatie te veratra;k

.t, E}

$lessiele theorie de !

middelbere fopt T

~avhouden. Deze middelbare fout is een

meven van het doorsnee bedrag

zonder dat we ieder dezer %‘ efzonderlijk kennen. Het is eahtax
grootheid m niet in stast is om ons dezelfde iniw
als alle ?f}“izonaurlijk dat zouden kunnen doen




De cedachte om de Asfinitie van de nidldslbure fout in verband te

brengen met de invaricntic van het twesde 1lid van ( 1 ),is afkonstig
van .. Baarda.
Oomerhln 2.

3r is nos geen verbhond selesd tussen de modulus en de middelbare

fout. De modulus ven een resks ordt verlire,en door deze reeks e Ver-
Lelisilken wet een andsre normals recls, woorven de modulus willelieurig

1 gesteld is. In feite kennen "ve no,_ slecnts virhoudingen ven moouli,

[\s)
RS}

» De C"Uonentlelb functie

On de pedachten ans verder te lunnen ontwill.elen is het nodig, de

'
i

trap enlign ven hev sén.- dieusionelc nistosrem te benaderen door cen
vloeiende lirowie oi doormse nelb tot nu toe gebruilite mothematische mo--
del ven de wacrneumingsrcels iste emalirelijlier te lrunnen henteren. C.T,

-

Geuss heelt reeds hnlervoor de loroume

2
P DL = )
“"’ &Jeno lcnq \/ ‘K

Met wat wij reeds seten van net ethematische model lkunnen wij de-.
ze kro.uie te vooraschilil bisngen door uit te goan ven hypothese IX. llet
deme hynotlzse werd uitb,senroen, dol ranuneer cen twee~ dimensionsle
correlatisvirije verdeling ontwor_en wordt op cen rechthoelig tableau

k=)
met mooteznueden lonss de assen, G..e ougnelicerd evenredis zijn met de
O 9 (%] [oS)
moduli, wunten met gelijle relatieve [fregusntie o coaceatr¢scae ciriels
ligzen.

Leat de vergelijixin, ven de _ezochte kromme luiden

e krijsen nu de releotileve frecientie voor et 1ntcrvulz>“°( zie Iiguur
5.2 ),als de oosservialte ven de trapesiunavormige Tigjuur aan de DOVel-
kant door de kromuie heorensd. Deze Ffiguur treedt hier in de pleats
ven de recathoelk, die we vroezer bij de traonpenlijn nevben gebruillt. e
stelien A

= £ (x)ax (1)

waarin x een willelkevri e woard: ven x ult het interval 2485 voorstelt.

Te malken den wellswaar sen rfoutb, .oor dese is lklein, vergeleien met het
nedirag van de freguentie zesli.

Je denken ons nu esn twee- dimensionale correlatievrije verdeling,

ot

met de veranderliilen i en y, ieder aet een verdeling, wearvan de moduli
gelijik aangenomen worden, Om hier de relaticve frequentie te vinden moe-

. ten we de vermenigvuldigzingsrezel toejassen en de relatieve freguentie

v‘v&n'x volgens ( 1 ) vermenigvuldigen met die van y, Ja@r veﬂens de geli jk--

~heid der moduli ezn ansloge ultaruhwlnb§f@




N 1
.i..'42 9 02

PO o= (=)
Stellen we ons nu 1z frequent

het w»arallel ownied

_ uil 0y te richten

relatieve freguentic, Lij set val b
LAX 07 de ounervliacte von et reoht
z = T (

~r
-

(

C 0 . :
~elichoan voor door®llk recnthoelje

- T (y)azay 2 )

y wolrvan de inhoud gelijk is =2an de
sen (2 ), omdat
heellje 1s, dat voor de hoogte z ,elddt,

shorend, dan zien

we

z). £ (y)

Dit is dan acte in, van et drie.- dimensionale onpervlal,
dat het frecuen voveniant e wenst. Dit nu moet krech..
tens hypothese II cer owentelingsoservla . zija, waaruit volzot, dat z
00l1 Leschrrven moet luntien rorcen olsg
;e 2
z = @ x5 v° )

zoCat we moeten heuben

.o ‘7.2 )
< o
uit welke identiteit nu moet worden gevonden. Dif-
ferentieren e de witdruliins Lortieel nRar X en nagr y, dan moet ook
- . - [ ,2 ' ¢ 2
fi(z). £ (y) = ¢ (x4 y° ). 2x
- 2 2
en £f (). ' (y) = (%" -y ). 2y
i = -1 2 ~/-J J..3 2 k) b O ) . B e "
' (x), £t (y) en ( == + ¥° ) dviden de differentiaslquotienten rasn,
naoar X, ¥y en X -+ y  con. Door deling volot liisruit

D). (y) o =
£ o(x). £1(y) 7 ¥

. £ =) _ £ (), (3)
w (x)y Ty £(y)

=7
P

Aan (3) moet door de codrdinaten

vlak voldaen zijn. CGeven e =% €211 ™
J

opmervlalk een kromme witsui den, di
het serste 1id van ( 3 ) constant.

ze constante weard: unnon

die, behorende bij de punten ven de

oy -
117G,

lid ven ( 3 ) is dus consia Mo

eens het geval, dus

£ (x)

D P A

()

£ (s

bt oot e L

f(x)

0

i
»

s

Integratie van deze Jifferentiaclve

cannenen.

5T
v

en van al.e punten ven het op er-

TooT
VCLCuL

e pa=lde v de, waardoor we uit het
e in sen vlal x constant ligt, den is
Dan moet het tweede 1id ven ( 3 ) de-
voor oneindig veel wasrden van y, nl
zoeven Jenoemde kromme., Het tweede

don is met het eerste 1id dit even—

A

.:..1..]

k. x

1

roeli jing

seeft
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:

R
In £f{x) = 4 &?x + k2

3 k1x2 + ky o kx
£ {x)=c¢e = A e

of 2

Na volgt uit de vorm van de tirapsenlijn, dat de Tunctie dMij toenenende
FS o ¥

X moet afneuwen. De constante - k., most dzarowm nesatief zijn. Ve bren-en
1 “ oy

dit tet uitdrw:iliing door +te schri jven

L2.2
S(x) = Ae® X

D5 cousvents A n0et nu no_ nworden beranld uit de voorw.zric, dat de tos
tale op.ervlainte, dic de hroane insluit met de - as &elijli ean 1 is,

imers de som van ds relasieve frequenties 1s 1. Ve zien aan de functice,
2et deze Das nul wordt voor o= + es, de¢ bedoelde oprervlalte wordt dusg

+08
Mér} (x) dx
zodat we helben e
- ')2
- hzx
A“// e dx = 1 (4)
.00
Stellen we in deze intezraal hx =
ddaltg -

waaruit vol_t
hdx = 4dt

dan gaat ( 4 ) over in

o3
A 2
g 8 -t dt = 1
- C0
pmdat
+00

. ey VT |

Waarvoor we naar eesn werk over de integraslrelening verwijzen, wordt

= cn

A
N L
of Ao n

De gezochte functie luidt dus ten slotte

2.2
T (x) = ~h"x

Y
Vit |
et is een kromms, die symnnetrisch ig, voor x = 0 een maxinum galijkﬂv
heeft en voor x = +09 on x = -uo asymvtotisch tot de x- as nadert ( zis
figuw ‘905"“‘3 )e ‘




Tij denccen ong o) db wboud 2lijle wijze: san hustograa etelkend op

LBT LBSCHSE hvx..m”’ g ‘e Vaow 4z - .. o8 (e oaacsseonnead ::‘,, zodat

o= EX
en voor de wvelatieve Jroo ool fo e o ervicdten van de rechthoeken o)
€21 vaste schiaal, zoGrt oo s @, w0 ot luoaatiev. 1ois

olunnenr nuoop aen DL O dolrgic iy oooder voor wversoehillende voorden
von e oaranster i litooL en blzd on het hiﬁt0~

vest consluit bij

- B S . _ Toey "
Sicid te schulven Luansa c
oy

S ST o T3 Ten b R R e TR T e e mmnma gy e . < T oy
ae trooooenllion. L8 L URATLE VoL 08 Lol JEL Vo oL GRZe {0oe h is en
o

€

L S S N T -~ S EETE I PN
S UE QUEBCL. VAol e a8 s viony, Lluiut e v

r,eliling exr van

E o, i (8. g)f (1)

ke P, ~ i I e
J2NNEeE e e

[

gy T4 T e e A T qat i, D P T DU A ¥ 1
oonslultoude Lroliie Le ocvonden hevben e hoan ol JE -

s "'}nl

w

sacld en zol de wvelotlev: Curcventic d: voor 27 interval, be rensd door

de punten x=c en x=bH, woarvij b2 =Ax, zoncls deze met bshuly van de

e
a

(ro:xie te berellencend is, overesnsie waen aet de net histogicm voor het
overeznkonstisne iutervol v .orcstelde waarde exr van. ‘e hebben don dus:
L= s

v_ B AR - 8 )7 |
R = v%u // (5= 5)) s met § = &x (2)

of 2ls we over_ocn on (o veranderlije x

- P 2 ,
DO E e TET (O x

RC. = V—i: ax ( 3 )

(0]

Stellen we noy

he =h (4)

dan krijoen e

weerin don lioen xp D8 ent oo

Voor de borel.cnin, vo Co-c dnte ool stelt nen

gl Qus ) Wodx

i
jel]
<

4

alerdoor lrlij_ t men . 5

warrin

‘en |
~ o= n (D)



Men ksn nu gebrmil walien vaon de2 besta.nde tobellen wvoor-de théte-
functie t

Z
6 () = S e "% du
Vi /

( een uitvoerise tabel vindt nen b.v. bij J.L. Coolid, e, Einfihrung in
die Jehrscheinlichlieitsrechnuny, Sorvlung ilath.hys.Lehrblicher nr. 24
Teubner 1927 ). lMen heeft nl.

=v)
)

b _ 1 7! S 1/ S
N “'y.
= g c v d - g € ;
Vit *j[ 7 - VR &
0O

4

< @ 1) L e (a1)

i

Wij laten nu hisroader veloen de waov enomen en de berelonds fre..
cuenties von de meer sebruilte verdsling van 1000 wecrnsmingen van de
reenve lianing van Poleris, outlesnd can Thittcler and Robinson, The
Calculus of Observations, blz. 174. likt X, = 0,06 en h = 0,6 krijgen
we

x ( in tijdsscondcn ) semsten frecucentie vere.lenace fre uentie

- 3,5 2 4
- 3,0 12 10
- 2,5 25 ' 22
= 2,0 ‘ 43 46

- 1,5 74 82
- 1,0 126 121
- 0,5 150 152

0 153 163
+ 0,5 145 147
+ 1,0 129 112
+ 1,5 76 72
+ 2,0 33 40
+ 2,5 10 19
+ 3,0 2 10

Voor de Lerekening ven de freguentie 8 an men oot :ebruilk maen von
a8t nowo,sa.: va NJD. Haashroel, jeoubliceerd in Let Bulletin Géodésigua,
nouvelle série no. 10 b1z.205. lfen hceft d-n de tebel van de & -func—
tie niet nodig.

9.7. De numerische benaling von %, °en h.

In de vorige paragraaf geschiedle de bevaling van x, en h langs gras
phische weg. Dit is nogel bew.-=1iik. zodat thans gezocht zal worden s
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~een nuuerischc berelening.
’ Voor X, kunnen we eenvoudiy de resel van de nethode der kleinste
Iedraten toenassen. IBr zijn zen contal even vetrouwbare waarnemingen
ven eenzelfde jroothzid ge_even, zodot, cls hun aantal n is,

(=1

i e PR P

Tl n

Voor de berel.ening ven 1 beschouwen e de ,rootheden X in het in-
terval ax. Huay contal is, als we x tellen ult de symmetrie- as
3 w b

n . AX
, KN L
sa e Ccogow v Tim Lo b (O Ll cogitiaf )
! ) nEx©
x¥ e Al

Voor alle intervalien - . - ctold 1 ocomt dit n. lindetover ang
‘1 4 " 112 },-2 A
| t Lk
noii- / e & ax

V T’{: Sl
Zoals pencllielijk is in te zien wordt deze ir :zraal nul voor p oneven.

¥1j beschouwen drarow voor oncven alchten de cbsolute woarden ven x. e

A
delen nog door n, om de seniddelde woorde van de som der poo-uachten te

verlkrijoen ; noemen e deze S(f), dan is dus

e .22 « 2.2
8(1): Vég u/ﬁxi e "X ax =~J§%— 1/r:ft e hTE 4x
" V

PN Ie}

\ L 2 2
5(2): . 4/'32 € ~h"x dx

| 2.2 @2 2 2
8(3)2—" \',*Iiz:: ’/EQ‘ e ~h-x dx = -%1;-':-— x3@ ~h"x dx
L% \,

ENZ.

De berelening van deze intcoralen levert ols resultaat

Lo

(1) _ s(2) _ 1 _ s(3) o 1

1
W 2 1n° nVT

(4) 1.3 ~(5) 1.2 (8) 1.3.5.
s = gt S = e S = -.53 .
220t NT 23 .n°

Uitgeande van het erveringsfeit, dot de kiomme ven Gaués ean bevre.-
digende benadering is van de tru.oenlijn van het é€én- dimensionalie his-
tosram kan men met de door weernewing verkregen verdeling analoge groote
heden als de 3(1) berekenen. llen no den connemen bij verdelingsn met
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maveel individuen, dot er sen belhworliji histogram van fte construeren
is, dat de aldus gevonden waerden ccn jrote mote van overeenstemming

met de S i) zullen vertonen. Uit prcctischa owyexpyegin;en zijn de belde
esrete soumen het belonorijket. Stellen we de emiddelde woerde van de
afvijkingen uit het midden % en het _cmiddéelde lwvadroot m don is dus

I <\
K n

.. [

m R S A
1“\

r) noemt men Ce geuid’:ldc fout en m is G: ecrder [:définieerde midcsl-
bare fout.
Verder stellen we dan

no= sl oL
nV1
Ny = 3(2‘) :«-—-3.9-.-
2 h
zodat we heboen
\[7?
(A
I
welle Tormule een nwaieriele contrdlc is op het normoal zijn ven een ver-

deling.

9.0, lodulus en middelb-re Lfout.

In {1 )en ( 2 ) van £9.6. is 7 zen onbenoemd zetal, aangezienk,
o . . .
en v dit zijn. Omdot ¢ = £x 1s de diwmensie ven &£ het omzekeerde van
dis van x , dus is volgens ( 4 ) 59.6. de dinensie van h evensens het

omgelieerde ven die van i, .e_ens
m2 = u~31?
2h

is de dimensie van m dezelfde cls die van ¥, Msn kan jemal<lelijlr najaean,
~dat dit ook geldt voor 7 . De wid elbrre en de semiddelde fout zijn beide
dusevencens van dezelfde diensie als d: modulus. Je merken verder op,
dot we. kunnen volstoon met één roiuie (1), ondnt we door Lzechikte leuw
ze von de meateenhcsid elle reelig unnen conpossen aon dese ene kromue.

Hebben we nu twee reclisen uet Hercuetsis h1 en hg, modul%/tT en/ué,v
maateenheden £1 en 22 en hebben we beide reslsen aanzepast aan dezelfde
kromme ( 1 ), den is volgens ( 4 )

EE& = h1 en héé = h2
of h1 s h2 = 24 e
en dus 1« 1 .
om—— sh— 51 M g.‘?

iy )



fhhdpt ook

( definitie ven wmolulus bij de bestudering von vaornsmingsresisan )

1S : 7 Bl a1 I

aat &z moduli mich verhouden ols de widliclbare fouten._Aangezien we
uot au tos allesn de verinouding ven twec moduli heblten edefinieerd run.-

(nvn we voor razliisen, diec on beloorlijlis wiijse din esn histosrom zijn voor
9 & J J [

v.....

te stellen ( vet cen voldoend contal woornsminsen ), steller

n

|.x
O)

g hadden 0 geheel wcnalogse monisr kunaen dered:nsy

A0 = 7 ( zemiddelée fout )

s /
it leatste zou echiter alleen eczn andere schaal opleveren, waarin

wordt sensten, imuers >
/
Ve I

NES

Tot anslogs resultethen waren We Jekomen, ultJJ"Pdc von enz. Jij
zullen ong eciater houden acn
a0 =
I
i don een nwderiscle bepzlinggsmocli leid voor 7) voor ons heb-

ven. Jearom nu laten wij onze keuze vallem op m ? Bij een reeks met een

i
ol o
belroorlijlr cantnl c;;@»?xren, diec Hij de rodsunering vas ondersteld, mazitt
de pelijlostelling var A act m of die an/»anet 7) weiniyz verschil uit. Iio--

Lere macgtcﬁ&;eorullua dan G¢ 2G& en Gs 1ste machten zou meer werk nodig

melisn en dacrtegenover gesen voordslen bieden. Dat we de middelbare fout

kiezen 1i Tt dan ook in hoofdzacit bij de invariente eigenschap, waarvan in
EQOL. Ge Dbatellenis uiteﬁn_ezeﬁ BT,
Zozls rsels cerder verd o snms gc nebhen we ueestel bij de vereffe--

ningsvrooostullicn te nclren nmet ecn ycrln' aentol bpetrellkingen, warrdoor
wij dus voor de herelening v;n//hnlet meer lunnen steunen op bovenstoan-
S de redensring. icn is echter S8:700n i dmn toch m te berekensn volgens
> Ql.-grglx |
Il = s e , ( 1 )

A b
i meogen dzn oniet =/»cst;llcn. Dc aet (1 ) berekende m is cen groot-
heid met e=n pelicel cnder Lapcaliter d"n/uu Zo poegd ols men bij cen gering
. . - i .
zontvnl betrelldngen kon ledten ou dc badrogen der t6 en der £ , om zich
eff

-

1

e

gen inzichit in de waarde van de uliticvoerde ve fening te verschalfen,
keon men ook @ In de beschowring betrsidsen, nacr men moet er zich van be-
rust zijn, dat voor @ bij de vereffening van een overeenkomstig stel weer
neaingen in de regel ofvijlende bedragen gevonden worden. Zijn veel ge-
1ijksoortige vereffeninson uitsevosrd, don kon men de verschillende waar-—

™~

den ven m 0D hun heurdt acn een stntiatianhe hehendeldne Andasmerasee o

-



middelbare fout volgt ecliter niet de normaele webt, Op deze zangelegenheid

wordt niet verdsr ingegann.

Lr 1s wat betreft dc herellening ven m uit een 2ering contal wearne-—
T

wingen nos op te nerken, dot de ervaring lesrt, dat in dit geval een azan~

tal van + 20 overtollige weornewmingen reede een vrij stabielem verkregen

g ce
dt, wacraen de ervarsn waarnemer tocn wel iets heeft. Het schijnt dus

°

o
2leof m een zekere mote van ongzsvoslisheid bezit teysrover

zijn berekening

O g TTAa tat Ty
TRENLIEEn . 08 [T E€CiTEL

- = - -~ P P IRS  o
21], wanne ey slecute wainig

er € toaTnemingin zijn kan een
juiste bhestudring von zof :Ffening noolt geschieden op grond ven
r 7 .

gsen problees Goch kon dit

als er een asntal ven deze
. zelfde vereffeningen ter beschilliing stant.

) \o



